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Vorrede. 

Es ist nicht zu verwundern^ dass die sogenannte neuere 
oder höhere Geometrie von ihrem ersten Auftreten an, trotz 
des Kampfes , den sie sich ihrer Methode *) halber zuzog, 
doch die allgemeine Anerkennung yon Seiten der grössten 
Mathematiker erfahren hat. Was man auch über ihre Me- 
thode denken mochte, ihre Leistungen waren überraschend. 
Eine Reihe von neuen Sätzen über die Linien und Flächen 
der ersten und zweiten Ordnung, welche ein ganz neues 
Licht verbreiteten, alle Lücken ausfüllten, die die Wissenschaft 
bis dahin noch fühlen liess, und welche die Auflösung vieler 
und gerade der schwierigsten Aufgaben möglich machten, 
verlieh ihr einen Achtung gebietenden Glanz. Zu verwundem 
b> ist es aber, dass die neuere Geometrie bei all' diesen Yorzü- 
^ gen so wenig gekannt und studirt wd. Viele Lehrer der 
"^ Mathematik kennen sie heut zu Tage noch kaum mehr als 
dem Namen nach, und es ist nicht viel mehr zu ihnen gedrun-* 
gen, als der dürftige Begrift der harmonischen Theilung und 
die unmittelbar damit zusammenhängenden Sätze. Nirgends 
ist sie meines Wissens noch zum Unterrichtsgegenstand er- 
hoben. Zu dem kommt noch , dass es dem Scharfsinn der 
Analytiker gelungen Ist, Mittel aufzufinden, um auch in ihrer 
Methode die Resultate der neueren Geometrie zu deduciren. 
Es hat den Anschein , als sei man geneigt , zu glauben , die 
neuere Geometrie sei für die Wissenschaft entbehrlich. 



*) Diese Methode hat übrigens, seit M. Poncelet sein Trait^ des proprio- 
t^s projectives des figures geschrieben und damit den Grund zur neueren 
Geometrie gelegt hatte, eine bedeutende Entwicklung, man kann sagen, eine 
ganze Umgestaltuag erlitten. 
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Diess wäre ein grosser Irrthum. Sollte die Wissenschaft 
eine Methode entbehren können, welche in dem kurzen Zeit- 
raum von einigen Decennien eine Reihe von Entdeckungen 
gemacht hat, in deren Licht die bisherigen Kenntnisse des- 
selben Gegenstandes nur als dürftige Bruchstücke erscheinen 
und welche ein Jahrhundert lang der eifrigsten Forschung 
der alten (analytischen) Methode unzugänglich waren. Aber 
auch für sich betrachtet, macht die Methode der neueren 
Geometrie jedem unbefangenen Beobachter gewiss den Ein- 
druck, dass die Wissenschaft an ihr einen werthvollen, un- 
entbehrlichen Fund gemacht habe; denn schwerlich wird eine 
andere Disciplin aufzufnden sein, welche eine so abgerundete 
von Einer Anschauung durchdrungene Gestalt aufzuweisen 
hätte, wie die neuere Geometrie. Wie sollte überhaupt die 
Geometrie eine Methode entbehren können, durch welche sie 
eine Fülle von neuen jedenfalls unentbehrlichen Begriffen ge- 
wonnen hat. Ich erinnere nur an die Begriffe der Punktreihe 
und des Vielstrahls, des Vielecks und des Vielseits, der Con- 
formität und Involution, der CoUineation und Affinität, der 
Beciprocität und Polarität. Auch die analytische Geometrie, 
als sie die Resultate der neueren Geometrie zu entwickeln 
anfing, hat diese Begriffe, wie sie von der neueren Geometrie 
geschaffen wurden, unverändert aufgenommen und dadurch 
das Zeugniss abgelegt, dass dieselben für die Wissenschaft 
unentbehrlich seien. Nun sind aber jene Begriffe nichts An- 
deres als die Methode der neueren Geometrie selbst. Wer 
sie hat, der hat auch die Methode der neueren Geometrie, 
neben ihnen bedarf er der Kunstgriffe der Analysis nicht, sie 
selbst sind ihm die Loupe, wel(Aie er nur an das Auge setzen 
darf, um den ganzen Reichthum der Gestalten , die dem un- 
bewaffneten Auge verborgen sind, in allen ihren Einzelnhciten 
^u erschauen. Damit soll der analytischen Methode nicht zu 
nahe getreten werden^ sie behält ungeschmälert ihre hohe 
Bedeutung. Aber wie der Raum, indem er Grösse und Ge- 
stalt ist, zwei Seiten hat, so bedarf die Geometrie auch 
zweier gleich unentbehrlicher Methoden; die Methode des 
Maasses und die Methode der Lage, die Methode der ana- 
lytischen und die der neueren Geometrie. In dem Zusammen-^ 
wirken dieser zwei Methoden erst wird die Geometrie ihre 



Aufgabe, die Welt des Baumes zu erforschen, erfüllen können. 
Dass daher die Entdeckung der neueren Oeometrie für die 
Wissenschaft des Raumes von grosser Bedeutung und selbst 
epochebildend ist, wird von Vielen geahnt, und ist auch 
meine Ucberzeugung. Und wenn ich es unternommen habe 
eine umfassendere *) Bearbeitung der neueren Geometrie , we- 
nigstens einmal des planimetrischen Theiles, zu yeröflfentlichen, 
so glaube ich dem Bedürfhisse der Zeit und dem Wunsche 
Vieler zu entsprechen. 

Bei dieser Arbeit liess ich mich durch folgende Rück- 
sichten leiten. 

Vor Allem schien mir die Trennung der Geometrie der 
Ebene von der des Raumes höchst wünschenswerth. Ich 
konnte nicht finden, dass diese Trennung dem Geiste der 
neueren Geometrie widerspreche, ich überzeugte mich im 
Gegentheil, dass auch die Geometrie der geraden Linie mit 
Vortheil abgesondert und für sich behandelt werden könne 
(I. Buch), indem die der neueren Methode zu Grunde liegenden 
Begriffe, nämlich die Begriffe der Conformität und Involution, 
schon bei der Beschränkung auf die gerade Linie , und hier 
gerade frei von allen fremdartigen Vorstellungen, in ihrer 
ganzen Reinheit entwickelt werden können. Auch wurde 
mein Streben, den allseitig ausgedehnten Raum vorerst bei 
Seite zu lassen, durch die Entdeckung der centrischen CoUi- 
neation belohnt. 

Bei der Frage, welches von den Hilfsmitteln der neueren 
Geometrie zum leitenden und durchgreifenden zu erheben sei ? 
entschied ich mich für die CoUineation. Wenn sie auch bei 
der Behandlung der Kegelschnitte nicht die Allgemeinheit 
gewährt wie das Polarsystem , welches Staudt zu Grund legt, 
so hat sie dagegen den Vortheil einer vollkommenen Einheit 



*) Die deutsche Literatur hat nur zwei bedeutende Werke über diesen 
Gegenstand aufzuweisen, welche beide als klassisch zu bezeichnen sind: 
„Jakob Steiner's systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometri- 
scher Gestalten von einander, 1832,^ und „v. Staudt's Geometrie der Lage, 
1847.^ Von dem ersten dieser Werke ist von sieben Theilen nur einer er- 
schienen, und das zweite hat sich dadurch enge Schranken gesetzt, dass der 
Begriff des Maasses ganz vermieden werden sollte. 
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der Anschauung, und bietet zugleich sehr viele Anknüpfungs- 
punkte für die altherkömmliche Anschauungsweise. Gewiss 
wird es Jedem der sich an das Studium der neueren Geome- 
trie macht, erwünscht sein, die Kreislehre (Buch V) in ihrem 
Unterschied von den anderen Kegelschnitten, und die mit der 
bisherigen Anschauung verwandte focale Entwicklung der Kegel- 
schnitte (Buch VI) zuerst kennen zu lernen und dadurch 
einen festen Boden zu gewinnen. Trotz • dieser Bevorzugung 
der CoUineation wurden die übrigen Hilfsmittel der neueren 
Geometrie nicht übergangen. Es wurde die Reciprocität und 
Polarität und von der symbolischen Geometrie*) die Begriffe 
der imaginären Punkte und Richtungen entwickelt und benützt, 
und den letzteren ein besonderes Buch (VIII) gewidmet, weil 
ich erkannte, dass diese Begriffe eine Einfachheit der An- 
schauung und Ausdrucksweise gestatten, welche sonst ver- 
gebens gesucht wird. Die Bedeutung dieser Begriffe erkannte 
ich hauptsächlich in ihrem ganzen Werthe, als es mir gelang, 
die Conformität der Kegelschnitte auch auf die imaginären 
Punkte und Richtungen auszudehnen (§. 118);**) und dadurch 
den Boden zu gewinnen, welcher der Erforschung der gemein- 
schaftlichen Punkte und Tangenten zweier in einer Ebene lie- 
genden Kegelschnitte, und der Oskulation der Kegelsclinitte 
zur Basis dienen konnte. (Buch IX.) 

So sehr ich jedoch auch bemüht war, nichts ausser Acht 
zu lassen, was der Methode der neueren Geometrie angehört, 
so glaubte ich doch hinsichtlich des grossen vorliegenden 
Materials eine Sichtung vornehmen zu müssen. Ich wollte 
einerseits nichts Wesentliches übergehen, aber auch anderer- 
seits die Geduld des Lesers durch allzu reiches Material nicht 
auf die Probe setzen. Was auf den Gang im Ganzen einen 
Einfluss auszuüben, und eine tiefere Einsicht zu erzeugen im 
Stande war, musste berücksichtigt werden, was nur für sich 
von Interesse zu sein schien, wurde weggelassen. Zur leich- 
teren üebersicht habe ich jedem Abschnitt den Hauptinhalt 

**) Die imaginären Curven, die allerdings nur vermittelst des Polarsystems 
entwickelt werden können, wurden nicht berücksichtigt. 

**) £in Satz der hiezu führt, wurde schon von Professor v. Staudt auf 
einem anderen Wege entwickelt, derselbe konnte aber ohne die anderen 
Sätze, $. 118, von keinen weitern Folgen sein. 
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vorangestellt, und denselben in allgemeiner Form, ohne auf 
eine bestimmte Figur hinzuweisen , ausgedrfickt. 

Um auch die praktisch/ß Seite der neueren Geometrie her- 
vorzuheben, wurde dem Werke eine reiche Aufgabensamm- 
lung beigegeben, in welcher die Kreisbertihrungen und die 
Construction der Kegelschnitte eine besondere Berücksichtigung 
fanden , weil eben hierin die neuere Geometrie ihre glänzend- 
sten Leistungen gemacht hat. In einem Anhang über die An- 
wendung der neueren Geometrie auf Optik soll gezeigt wer- 
den, wie die Methode der neueren Geometrie auch für die 
Naturwissenschaften folgereich ist. Wer noch nicht recht 
weiss, was er von der neueren Geometrie halten soll, den 
fordere ich auf, diese Früchte der neueren Geometrie in's 
Auge zu fassen und dadurch sein Urtheil bestimmen zu lassen. 

Weil die neuere Geometrie wesentlich eine neue Methode 
ist, so hat sie auch eine eigene Terminologie geschaften. Ich 
hielt mich in dieser Beziehung an die Vorgänge Steiner' s 
undStaudt's, nur in einigen und theil weise strittigen Fällen 
fand ich mich veranlasst, Aenderungen vorzunehmen. Ich ver- 
tauschte die Ausdrücke »gerades Gebilde und Strahlen- 
büschel« mit »gerader Punktreihe und Vielstrahl;« 
weil ich glaubte durch diese Aenderuug die richtige Anschau- 
ung der Sache wesentlich zu fordern. Die Gestalten des ebe- 
nen Systems sind nämlich, wenn man die Curven ausschliesst, 
das Vieleck und das Vielseit, zwei Ausdrücke, die nicht 
ohne Grund den Begriff der Vidheit an der Stirne tragen; 
denn das Vieleck setzt viele Punkte und ihre Verbindungs- 
linien, und das Vielseit viele Richtungen und ihre Conver- 
genzpunkte voraus. Die Punktreihe ist aber nichts Anderes, 
als ein Vieleck, dessen Ecken in einer Richtung liegen, und 
der Vielstrahl ist ein Vielseit, dessen Richtungen in einem 
Punkte convergiren. Es schien mir daher eine dringende For- 
derung der klaren Ausdrucksweise, dass auch diese beson- 
deren und einfachen Gestalten die wesentlichen Merkmale 
der allgemeinen, und namentlich auch das Merkmal der Viel- 
heit noch an sich tragen. Wie übereinstimmend lauten bei 
dieser Terminologie die ähnlichen Begriffe des Dreiseits und 
Dreistrahls, Vierseits und Vierstrahls etc. Und wenn nun 
auch die Punktreihe weniger hierin leistet, so erregt sie doch 
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auch den Begriff der Vielheit, während die sonst fiblichen 
Ausdrücke des geraden Gebildes und des Strahlenbüschels eine 
so unbestimmte und unsichere Vorstellung hervorriefen, dass 
die von mir gemachte Veränderung vollkommen gerechtfer- 
tigt sein wird. 

Eine andere^ vielleicht noch mehr eingreifende Neuerung ist 
die Einführung des Begriffes der Conformität BeiStaudt 
findet derselbe sich gar nicht, und zwar wohl desshalb nicht, 
weil er den Begriff des Masses ganz vermeiden und eine reine 
Geometrie der Lage schreiben wollte. Er unterscheidet daher 
nur projektivische und perspektivische Gebilde. Bei Steiner 
findet man dagegen alle drei Begriffe , aber nicht die gleichen 
Benennungen. Staudt's Verwendung der Ausdrücke projek- 
tivisch und perspektivisch zur Bezeichnung der Lage ist voll- 
kommen gerechtfertigt, und es wird jetzt Niemand mehr ein- 
fallen können , die Steiner'sche Bezeichnung , wo schief und 
perspektivisch einander entgegengesetzt wurden, zu gebrau- 
chen. Wenn aber jene Ausdrücke zur Bezeichnung der Lage 
verwendet werden sollen, so fehlt ein Ausdruck für die Be- 
zeichnung der Gestalt , abgesehen von ihrer Lage , und wel- 
che Statt finden muss, wenn überhaupt die Merkmale der 
projektivischen und perspektivischen Lage anwendbar sein sol- 
len. Es fehlt also ein Ausdruck, der das bezeichnet, was Stei- 
ner projektivisch heisst, und wofür St au dt keinen beson- 
dem Ausdruck hat, welcher Mangel wesentlich dazu beiträgt, 
das Vei^ständniss des Staudt'schen Werkes zu erschweren. 
Diesem Mangel suchte ich durch den Ausdruck der Confor- 
mität abzuhelfen. Wie zwei Vielecke und Vielseite eine ge- 
wisse Uebereinstimmung der Gestalt an sich tragen müssen^ 
um überhaupt in die unmittelbare Beziehung der Lage gesetzt 
werden zu können, welche perspektivisch heisst, oder in die 
vermittelte Beziehung der Lage, welche projektivisch heisst, 
so müssen auch zwei Punktreihen und Vielstrahlen eine ge- 
wisse Uebereinstimmung der Gestalt an sich tragen, um die 
Fähigkeit für jene Verhältnisse der Lage zu bekommen , und 
diese Gestaltsübereinstimmung heisst Conformität. Um die 
Nothwendigkeit dieses Begriffes ganz fühlbar zu machen, er- 
innere ich noch an die diesen Gattungsbegriffen untergeord- 
neten Artbegriffe. Conforme Reihen können auch proportional 
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oder uniform, conforme Vielstrahlen können aach gleich sein; 
ebenso wie coUineäre Vielecke und Vielseite affin, ähnlicli 
odCT congruent sein können. Alle diese Gestalten , die ein- 
fachen wie die zusammengesetzten, können aber entweder 
perspektivisch oder projektivisch gegen einander liegen , und 
auf alle Gestalten, welche nicht coUinear oder conform sind, 
ist auch der Begriff der perspektivischen oder projektivischen 
Lage nicht mehr anwendbar. 

Die Einfuhrung des Begriffes der gemeinschaftlichen 
Vielstrahlen zweier Kegelschnitte ist, sobald man die 
gemeinschaftlichen Sekanten unterschieden hat, so sehr durch 
die Eigenschaft der Beciprocität geboten, dass keine besondere 
Rechtfertigung nöthig sein wird. Die Einführung des Mo du- 
lus des Theilpunktes , der harmonischen und anharmonischen 
Theilung, der Collineation etc. wird gewiss die Billigung 
der Sachverständigen erhalten. Denn die Wissenschaft kann 
nur gewinnen, wenn sie einen Ausdruck für eine Erschei- 
nung hat, die den Charakter des Eigenthümlichen und Spe- 
cifischen an sich trägt. 

Man sieht, wie der von mir eingeschlagene Weg in vie- 
len Partien von den Wegen abweicht, die bisher betreten 
wurden. Es werden sich daher wenig Sätze finden, deren 
Entwicklung nicht grössere oder kleinere Abänderungen er- 
fahren hätten; manche Strecken des W^eges waren erst neu 
zu bahnen, dahin gehören unter Anderem die Entdeckungen, 
welche ich im VI. Buch fast seinem ganzen Umfang nach, 
und in grösseren Partien des VII. und VIII. Buchs nie- 
dergelegt habe. Wenn ich. nun glaube, die Schwierigkeit, 
welche meine Aufgabe mit sich brachte, in der Hauptsache 
glücklich überwunden zu haben, so denke ich in den unter- 
geordneten Dingen um so mehr auf die Nachsicht der Sach- 
verständigen rechnen zu dürfen. ♦) Wenn meine Arbeit das 



*) Ich erlaube mir hier selbst auf einen Umstand aufmerksam zu machen. 
In conformen und collineären Gebilden nannte ich durchaus die sich entsprechen- 
den Elemente homolog. Dieselbe Bezeichnung gebrauchte ich häufig auch im 
iuYolutorischen Systeme, wo die Bezeichnung zugeordnet vorzuziehen 
wäre. Man bekommt dadurch dreierlei Bezeichnungen flir die sich entspre- 
chenden Elemente: homolog in collineären, zugeordnet in den involu- 
torischen, conjugirt in den Polarsystemen. 



Stadium der neöeren Geometrie aufs Neue in Anregung bringt 
und neue Kräfte fiir diese junge Wissenschaft gewinnt, so war 
sie schon nicht vergebene Wenn aber da und dort ein Lehrer 
oder eine Behörde dadurch veranlasst werden sollte, die neuere 
Geometrie unter die Unterrichtsfächer höherer Schulen aufzu- 
nehmen, so wäre diess der grösste Erfolg, den ich meiner 
Arbeit wünschen könnte. 

Salon bei Ludwigsburg, im März 1853. 



Chr* Paulus. 
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Krstes Bucli» 

Die gerade Linie. 

A. Modulus des Thellpunktes. 

§. 1. Ist eine gerade Strecke (begrenzte Gerade) und auf ihr oder auf 
ihrer Verlängerung ein Theilpunkt gegeben, so heissen die Stücke, welche 
zwischen dem Theilpunkt und den Endpunkten der Geraden liegen, 
,, Abschnitte des Thellpunktes.^ Ist ein Punkt ein innerer, so 
sind auch die Abschnitte innere und ihre Summe ist der Geraden gleich ; 
ist der Theilpunkt em äusserer, so ist der grössere Abschnitt ein über- 
greifender und der kleinere ein äusserer^ und ihre Differenz ist der Ge- 
raden gleich. 

Das Verhältniss der Abschnitte, welche ein Theilpunkt auf einer 
geraden Strecke bildet, heisst: „Modulus des Thellpunktes.^ 

§. 2. Zwei Punkte auf der Richtung einer geraden Strecke heissen in 
Betreff ihrer Lage gleichartig, wenn sie zugleich innere Punkte oder 
auch Zugleich äussere Punkte sind, sie heissen ungleichartig, wenn 
der eine Theilpunkt ein innerer und der andere ein äusserer ist. 

Die Modulus zweier X^^ilpunkte einer Geraden heissen gleichge- 
ordnet, wenn die Stellung der Abschnitte im Modulus mit der Lage 
derselben gegen die Endpunkte der Geraden übereinstimmt; wenn also 
die Vorderglieder des Modulus an einem Endpunkte der Geraden, und 
die Hinterglieder am andern Endpunkte derselben liegen. 

§. 3. Die gleichgeordneten Modulus der Inneren Theilpunkte einer 
Geraden sind alle von einander verschieden und durchlaufen alle stetig 
aufeinander folgende Werthe von Null bis Unendlich. Die Modulus der 
Endpunkte haben die extremen Werthe von Null und Unendlich, und 
der Modulus des Theilpunktes, welcher in der Mitte liegt, hat den Werth 
Eins. Die gleichgeordneten Modulus der äusseren Theilpunkte sind eben« 

l*anluM, neaere, ebene Geometrie. } 



üfills verschieden und durchlanfen alle stetig aufeinander folgenden Wertbe 
von Null bis Unendlich. Die Modulx&s der Endpunkte haben die extremen 
AVerthe von Null und Une^dlich. Die Modulus der unendlich entfernten 
Punkte haben den Wertb-'^Eins. 

§. 4. Zwei innere Theilpunkte einer Geraden, welche gleich weit von 
den Endpunkten derselben und daher auch gleich weit von der Mitte 
der Geraden abstehen, heissen symmetrisch. 

Die gleichgeordneten Modulus zweier gleichartigen symmetrischen 
Theilpunkte haben solche Werthe, dass der eine die reciproke Zahl des 
andern ist; und umgekehrt, wenn zwei gleichartige Punkte solche Mo- 
dulus haben, dass der eine die reciproke Zahl des andern ist, so sind 
sie symmetrisch. 

§. 5. Die Mitte der Geraden kann betrachtet weiden als der Ort, in 
welchem zwei symmetrische innere Punkte auf einander fallen. 

Die unendlich entfernten äusseren Punkte einer Geraden sind eben- 
falls symmetrische Punkte und werden, wenn sie auch wegen ihrer 
unendlichen Entfernung nicht als auf einander fallend betrachtet werden 
können, doch als solche angesehen , die in der stetigen Aufeinanderfolge 
der Susseren Punkte Identisch sind. 

Wenn daher auf einer Geraden beliebige innere und äussere Punkte 
gegeben sind, so werden nicht nur die einander zunächst stehenden, 
sondern auch die zwei äussersten der ganzen Reihe als solche betrachtet, 
die in der Anreihung auf einander folgen. 

Die gerade Linie ist die einfachste Raum-Gestalt, die aber 
trotz der Beschränkung, welche der Raum in ihr erfährt, doch 
schon an der Unendlichkeit Theil nimmt, die dem Raum eigen- 
thümlich ist. In dieser Gestalt gestattet schon die gerade Linie, 
ganz für sich betrachtet, der Methode den Zugang, welche die 
neuere Geometrie auszeichnet, und gerade in der Beschränkung 
auf diese einfache Raumform kann das Eigenthümliche der 
Methode der neueren Geometrie am besten erkannt werden. 

Werden ^un nur die Punkte in's Auge gefasst, welche in 
einer geraden Richtung liegen, so muss man sich zwar des 
Vortheils entschlagen, welcher im allseitig ausgedehnten Raum 
durch die Lage der Linien und Flächen zu einander darge- 
boten wird; man gewinnt aber dabei das, dsiss die Beziehung 
zwischen den Punkten einer Geraden die allereinfachste ist, 



denn die Entfernung der Punkte von einander bestimmt hier ** 
unmittelbar auch ihre gegenseitige Lage vollkommen. Sobald 
man aber die Entfernungen zwischen den Punkten einer Ge- 
raden mit einander vergleicht, so wird man zum Begriff des 
Maasses geführt, und es ist daher das Maass ihrer Entfernungen 
das einzige Mittel, welches für die Beziehungen ihrer Lage be- 
nutzt werden kann. Nun ist zwar die Methode der neueren 
Geometrie gerade dadurch ausgezeichnet, dass sie das Hilfs- 
mittel des Maasses und eben damit das der Rechnung auf ein 
Minimum zu reduciren wusste, aber eben dieses Minimum des 
rechnenden Elementes, welches auch in der neueren Geometrie 
noch übrig bleibt, *) wird auf dem bezeichneten Wege sogleich 
in sehr einfacher, ganz nackter und darum leichtfasslicher Form 
sich darstellen, und es wird daher dasselbe in diesem ersten 
Buche, wo nur die Punkte einer geraden Richtung betrachtet 
werden soUen, dem Wesentlichen nach für immer abgemacht 
werden, und jeder, der die neuere Geometrie auf diesem Wege 
kennen lernt, wirdTnit Vergnügen bemerken, wie mit so ge^ 
ringen Mitteln, die aber der Natur der Dinge entnommen sind, 
so Grosses geleistet werden kann. 

Die analytische Geometrie bestimmt die Lage der Punkte 
einer geraden Lmie dadurch, dass sie dieselben in eine Bezie- 
hung zu einem einjagen auf ihr gegebenen Punkte setzt, das 
Maass ihrer Entfernung von diesem Punkte angibt und noch 
durch vorgesetztes Plus- oder Minus-Zeichen anzeigt, auf wel- 
cher Seite von demselben sie liegen. Die neuere Geometrie 
bedi^t sich einer andern Methode : Sie bezieht die Punkte der 
geraden Linie nicht auf einen einzigen Punkt, sondern auf zwei 
Punkte, die Endpunkte (A und B) einer geraden Strecke AB der- 
selben (Fig. 1). Die übrigen Punkte der geraden Linie werden 
als Theilpunkte der Geraden AB betrachtet, welche dieselbe je in 
zwei Abschnitte theilen. Ist ein Theilpunkt, wie C, ein innereri 
so sind auch die Abschnitte innere, und es ist ihre Summe 



*) Wie selbst ganz mit Vermeidung des MaassbegrilTes d»s Reich de$ 
Raumes und seiner Gestalten erforscht werden kann, hat Professor ¥• StaudI 
in seiner Geometrie der Lage gezeigt. 



AC + BC = AB; ist aber ein Theilpunkt ein äusserer, wie C'^ 
so betrachtet man doch die StQcke zwischen ihm und den End- 
punkten der Geraden AB als seine Abschnitte, sie sind desshalb 
verselüedener Natur: der grössere BC ist ein fibeigreifender^ 
der andere AG' ist ein äusserer, und es ist ihre Differenz 
BC — AC = AB. Das V erhaltniss der zwei Abschnitte eines 
Theilpunktes ist es nun, was zur Bestimmung seiner Lage ge- 
braucht wird, und desswegen heisst dasselbe »der Modulus des 
Theilpunktes.« Man wird nun wohl sogleich bemerken, dass 
schon in dem Begriff des Modulus eine Zweideutigkeit liegt, da 
nach demselben der Modulus eines Theilpunktes G sowohl durch 
das y erhaltniss AG : BG, als auch durch das Verhältniss BG : AC 
ausgedrückt ist. Diese Zweideutigkeit wird jedoch dadurch hin- 
weggeräumt, dass man die Stellung des Abschnitts im Modulus 
mit seiner Lage auf der Geraden AB in Uebereinstimmung bringt, 
indem in jedem Modulus das vordere Glied nur einen Abschnitt 
an einem und demselben Endpunkte (A) und das Hinterglied nur 
einen Abschnitt an dem andern Endpunkte (B) der Geraden AB 
bezeichnet. Um daher die Uebereinstimmung in der Lage der 
Abschnitte zweier Theilpunkte mit ihrer Stellung in den Modulus 
auszudrücken, sagt man, die Modulus zweier Theilpunkte seien 
gleich geordnet, wenn die Yorderglieder der Modulus an dem 
einen Endpunkte und die Hinterglieder derselben an dem andern 
Endpunkte der Geraden AB liegen. 

Ist aber auf diese Weise die Zweideutigkeit im Begriff des 
Modulus beseitigt, so überzeugt man sich bald, dass zwischen 
gleichartigen Punkten die Lage eines Punktes durch den Mo* 
dulus vollkommen bestimmt ist. Sind z. B. G und D zwei 
innere Punkte der Geraden AB, und ist 

AG > AD, 
so folgt AB — AG<AB — AD, d. i. BG<BD, 

/i n.i, o 1. AG^ AD 
folghch auch g^ > g^. 

Man sieht hieraus, dass die Yorderglieder der Modulus 
wachsen und die Hinterglieder abnehmen mit dem, dass der 
Theilpunkt in der Richtung von A nach B sich bewegt In dem 



Endpunkt A der Geraden ist das Vorderglied des Modulus und 
damit auch der Werth des Modulus selbst gleich Null; im an-^ 
dem Endpunkt B wird das Hinterglied des Modulus gleich Null 
und der Werth des Modulus wird selbst unendlich. Wenn also 
der Theilpunkt sich von A nach B fortbewegt, so durchläuft 
der Modulus desselben in stetigem Wachsthum alle Werthe von 
Null bis Unendlich» In der Mitte O der Geraden AB erreicht 

AO 

der Modulus j^ die Grösse Eins. 

Ganz ähnlich verhalten sich auch die äusseren Punkte* 
Weil der übergreifende Abschnitt eines Theilpunktes immer 
grösser ist als der äussere, so muss der Modulus eines Theil- 
punktes auf der rückgängigen Verlängerung der Geraden AB 
kleiner sein als Eins, während er auf der andern, vorwärts-^ 
schreitenden Verlängerung (von A nach B) grösser ist als Eins. 
Vergleicht man aber die Modulus zweier äussern Theilpunkte 
E' und F' derselben Verlängerung, so bemerkt man, dass beide 
Abschnitte des entfernteren Theilpunktes E^ um dieselbe Grösse 
F'E' grösser sind, als die Abschnitte des näher liegenden Punk- 
tes F'. Nun ist aber der Modulus eines Theilpunktes der Form 
nach ein Bruch, und aus der Bruchlehre ist bekannt, dass der 
Werth eines Bruches verändert wird, sobald man Zähler und 
Nenner desselben um gleiche Grössen verändert, und zwar ver- 
ändert sich die Grösse des Bruches bei gleicher Vermehrung 
des Zählers und Nenners so, dass sowohl der ächte als auch 
unächte Bruch sich dem Werthe Eins nähern, welchen Werth 
sie übrigens jedoch ^st erreichen, wenn die Grösse, um welche 
Zähler und Nenner zugenommen haben, unendlich geworden 
ist Hieraus folgt für die äusseren Theilpunkte, dass es nicht 
zwei äussere Punkte gibt, die denselben Modulus haben, und 
dass also die Lage eines äusseren Punktes durch den Modulus 
bestimmt ist ; ferner folgt, dass auf der rückgängigen Verlänge- 
rung (AD' C) der Geraden AB, auf welcher die Modulus der 
Theilpunkte kleiner als Eins sind, ein Wachsthum des Modulus 
mit der Entfernung des Theilpunktes erfolgt, und dass der Mo- 
dulus Uer der Grenze Eins sich nähert, dieselbe aber erst 



erreicht, wenn die Entfernung des Theilpunktes unendlich gross 
geworden ist. Auf der andern vorwärtsschreitenden Verlänge- 
rung (BF'EO, auf welcher der Modulus eines Theilpunktes 
grösser als Eins ist, ist mit der Entfernung des Theilpunktes 
ein Abnehmen des Modulus verbunden, wodurdi der Modulus 
der Grenze Eins sich immer mehr nähert, diese Grenze aber 
auch erst bei einer unendlichen Entfernung erreicht Es errdcht 
somit auch der Modulus der äusseren Theilpunkte in den End- 
punkten A und B seine Grerizwerihe Null und Unendlich, da- 
gegen bieten die unendlich entfernten Punkte der beidersdtigen 
Verlängerungen den Mittelwerth der Zahl Eins dar. 

Die gleichartigen Theilpunkte zerfallen in Paare, die durch 
i}n*e Lage und durch ihre Modulus ausgezeichnet sind. In Be- 
trefif ihrer Lage heissen zwei gleichartige Punkte, wie C und 6, 
symmetrisch (Fig. 2), wenn ihre Entfernungen von denEndpxmk- 
ten (A® = BG, AC = B6) gleich sind. Ebenso sind auch die 
äusseren Punkte C' und @' symmetrisch, wenn A6' = BC' und 
AC' = B6'. Aus dör symmetrischen Lage der Punkte C und (S, 
C' und ©' folgt aber unmittelbar, dass 

AC _ B 6 _ AS 

BC "" A6 ~ ^ • BS 

AC B6'_ AS' 



BC'""AS' *BS' 

Die Modulus zweier symmetrischen Punkte haben also eine 
solche Grösse, dass der Modulus des einen Punktes die reci- 
proke Zahl des andern ist. Zwei innere symmetrische Punkte 
nähern sich einander inmier mehr mit ihrer Entfernung von 
den Endpunkten der Geraden AB, in der Mitte der Geraden 
fallen sie endlich zusammen. Die Mitte O der Geraden erscheint 
also als der Ort der Geraden, in welchem die zwei symmetri- 
schen Punkte auf einander fallen; wie auch die Zahl Eins, der 
Modulus der Mitte, ihrer reciproken Zahl gleich ist; in dieser 
Mitte wird der Uebergang von den Theilpunkten der Hälfte (AO), 
deren Modulus ächte Brüche sind, zu den Theilpunkten der an« 
dern Hälfte (BO), derenModulusunächte Bruche sind, vermittelt 

Zwei äussere symmetrische Punkte entfernen sich, mit ihrer 



Entfernung von den Endpunkten der Geraden AB, zugleich aucli 
immer mehr von einander; endlich treten sie beide zugleich in 
eine unendliche Entfernung zu einander und zu den Endpunkten 
der Geraden. Diese unendlich entfernten symmetrischen Punkte 
vermitteln ebenfalls die zwei Verlängerungen, deren eine durch 
die ächten Bruchwerthe ihrer Modulus und die andere durch 
die unächten Bruchwerthe ihrer Modulus ausgezeichnet ist. In 
Hinsicht auf die Moduhis der Theilpunkte ist man daher ver- 
anlasst, diese unendlich entfernten Punkte als identische Punkte 
der Verlängerungen der Geraden AB zu betrachten. Wir denken 
uns also die Bewegung eines äusseren Punktes so, dass er zu- 
erst, von A ausgehend, auf der rückgängigen Verlängerung 
bis in unendliche Entfernung sich bewegt und die Hälfte zurück- 
legt, welche durch ächte Bruchwerthe ihrer Modulus ausge- . 
zeichnet ist, dann von der andern Seite her, aus der unend- 
lichen Entfernung gegen B hin in gleicher Richtung sich bewegt, 
bis er, in B angekommen, das andere Ende der Geraden er- 
reicht. Durch diese Identificirung der unendüch entfernten sym- 
metrischen Punkte , in der Reihenfolge der Punkte einer Gera- 
den AB (Fig. 1) ist man berechtigt, die äussersten Punkte einer 
Reihe, wie E' und C ebenso gut, als die Punkte, wie F' und E' 
auf einander folgende zu heissen, indem ein Theilpunkt, der 
in der Richtung von F' nach E' sich bewegt, seinem Modulus 
conform, von C zuerst nach E' gelangt , ehe er zu den Pi^nkten 
zwischen E' und F' kommen kann. — Diese Anschauung, die 
Punkte der unendlichen Entfernung als identische zu betrachten, 
könnte wohl fremdartig scheinen, allein da die Lagen der Punkte 
nur nach ihrem Modulus zu bemessen sind, so ist man durch- 
aus hiezu aufgefordert, und wird auch später noch von anderer 
Seite her zur Festhaltung dieser Vorstellung veranlasst werden. 
Hiemit möchte die Bestimmung der Punkte einer Geraden 
vermittelst der Modulus gehörig charakterisirt sein, und es 
mag ,nur noch eine Bemerkung der Vergleichung mit der ana- 
lytischen Methode hinzugefügt werden. Dort in der analyti- 
schen Geometrie ist die Lage des Theilpunktes durch das Maass 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte, nicht für sich 
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allein bestimmt ; es ist auch die Richtung, in welcher der Punkt 
zu suchen ist, noch durch ein Plus- oder Minus -Zeichen zu 
vervollständigen. Hier, in der neueren Geometrie, wo die Lage 
des Theilpunktes durch den Modulus im Verhältniss zu den 
Endpunkten einer geraden Strecke AB bestimmt wird, ist eben- 
falls noch etwas nothwendig, weil derselbe Modulus ebenso 
gut einen äusseren als einen inneren Punkt bezeichnen kann. 
Von dieser Seite aus betrachtet, könnte es scheinen, als ob 
durch die Einführung des Modulus nichts gewonnen sei; allein 
hierauf ist zu erwiedem, dass die neuere Geometrie die Mo- 
dulus nicht dazu gebraucht, um die Lage eines Punktes für 
sich zu bestimmen; vielmehr ist das Wesentliche der neueren 
Geometrie eben das, dass sie überhaupt die Lage der Raum- 
grössen nicht durch Zahlformen, sondern wieder durch andere 
Raumgrössen bestimmt, und in dem vorliegenden Fall, da nur 
die Punkte der geraden Linie betrachtet werden sollen, bestimmt 
sie die Lage eines Punktes durch die Lage eines andern be- 
)(annten Punktes, und die Modulus sind nur das einfache Mittel, 
wodurch diese Beziehung vollzogen wird. Hievon werden die 
folgenden Abschnitte den Beweis liefern. 

B. Harmonisehe Theilung einer Geraden« 

§. 6. Wenn auf der Richtung einer geraden Strecke zwei Theil- 
punkte so liegen, dass ihre gleichgeordneten Modulus einander gleich sind, 
so sagt man, sie theilen die Gerade harmonisch. Zwei Punkte, welche 
eine gegebene Gerade harmonisch theilen, heissen einander zugeordnet. 

Zwei einander zugeordnete Punkte der harmonischen Theilung haben 
eine ungleichartige Lage; der eine ist ein äusserer, wenn der andere 
ein innerer ist , dabei ist durch die Lage eines gegebenen Theilpunktes 
die Lage des zugeordneten Punktes der harmonischen Theilung voll- 
kommen bestimmt. Es gibt zu jedem inneren Punkte nur einen einzigen 
Äusseren, und zu einem äusseren nur einen einzigen inneren, der ihm 
harmonisch zugeordnet wäre. 

§. 7. Liegt ein Theilpunkt der harmonischen Theilung in der Mitte der 
gegebenen Geraden , so liegt sein zugeordneter Theilpunkt in unendlicher 
Entfernung. Bewegt sich ein innerer Theilpunkt von dem einen Ende 
der Geraden zum andern, so bewegt sich der harmonisch zugeordnete 



Theilpunkt von demselben Endpunkte der Geraden ansehend in ent-' 
gegengesetzter Richtung auf der an diesem Endpunkte angrenzenden Ver- 
längerung bis in unendliche Entfernung, und sodann von der unend«- 
Hohen Entfernung der anderen Verlängerung gegen das andere Ende der 
Geraden ) wo er zugleich mit dem inneren Theüpunkte ankommt. 

Liegt (ein äusserer Punkt in unendlicher Entfernung, so ist sein 
harmonisch zugeordneter Theilpunkt in der Mitte der Geraden. Bewegt 
sich ein äusserer Punkt von einem Ende aus auf der Verlängerung fort 
in^s Unendliche, kommt dann von der unendlichen Entfernung auf der 
andern Verlängerung wieder gegen den andern Endpunkt der Geraden, 
so bewegt sich sein harmonisch zugeordneter Theilpunkt in stetem Zug von 
demselben Endpunkte der Geraden aus in entgegengesetzter Richtung, und 
gelangt mit dem äussern zugleich im andern Endpunkte der Geraden an. 

§. 8. Zwei zugeordnete Theilpunkte der harmonischen Theilung einer 
gegebenen Geraden haben eine beachtenswerthe Beziehung zu der Mitte 
der Geraden: 

a) die Hälfte der Geraden ist das geometrische Mittel zwischen den 
Abschnitten , welche zwischen der Mitte der Geraden und den zugeordne- 
ten Theilpunkten der harmonischen Theilung liegen. 

b) Das Produkt der zwei Abschnitte, in welche die Gerade durch 
einen der Theilpunkte getheilt wird, ist gleich dem Produkt der Ab- 
schnitte, in welche der gleiche Theilpunkt das Stück theilt , das zwischen 
der Mitte der Geraden und dem andern Theilpunkte liegt. 

Umgekehrt: haben vier Punkte, welche auf einer Geraden liegen, 
eine solche Lage gegen die Mitte des Stückes, das zwischen zwei nicht 
auf einander folgenden Punkten liegt, wie es in den Sätzen a und b 
ausgesprochen ist, so theilen sie die Gerade harmonisch. 

§. 9. Die harmonische Theilung schliesst eine Gegenseitigkeit ein. Thei- 
len nämlich zwei Punkte eine begrenzte Gerade harmonisch, so wird auch 
das zwischen diesen Punkten liegende Stück der Geraden durch die End- 
punkte der Geraden harmonisch getheilt. Diese Gegenseitigkeit macht die 
Unterscheidung der Endpunkte der Geraden gegenüber der Theilpunkte 
ihrer harmonischen Theilung Überflüssig, und man sagt daher von vier 
harmonischen Punkten, dass jedes Paar nicht auf einander folgender 
Punkte durch das andere Paar harmonisch getrennt sei. 

Die Uebereinstimmung zwischeii den Modulus der inneren 
und denen der äusseren Theilpunkte einer Geraden, die wir 
im vorausgehenden Abschnitte kennen lernten, zeigt, dass zu 
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jedem inneren Theilpankte ein anderer äusserer vorhanden ist, 
der den gleichen Modulus hat wie jener; solche zwei Theil- 
punkte einer Geraden nun, deren Modulus einander gleich sind, 
heissen zugeordnete Punkte der harmonischen Theilung. Weil 
man nun überdiess aus §. 3. weiss, dass unter gleichartigen 
Punkten nicht zwei vorhanden sind , deren gleichgeordnete Mo- 
dulus einander gleich wären, so schliesst man, dass von zwei 
zugeordneten Theilpunkten der eine ein innerer und der. andere 
ein äusserer sein muss , und dass zu jedem Theilpunkt auch 
immer nur ein einziger zugeordneter Theilpunkt der harmoni- 
schen Theilung existirt. Es ist also durch jeden auf der Ge- 
raden AB gegebenen Punkt der zugeordnete harmonische Punkt 
vollkommen bestimmt. Dieser besondere Fall der harmoni- 
schen Theilung, zu der man durch die Modulus der Theilpunkte 
wie von selbst geführt wurde, liefert ein Beispiel, wie die 
neuere Geometrie die Lage eines Punktes, nicht durch eine 
blosse Zahl, wie die analytische Geometrie es thut, sondern 
durch die Lage eines anders Punktes zu bestimmen im Stande 
ist. Die Methode der neueren Geometrie gewinnt dadurch den 
grossen Vortheil , dass sie den Boden des Raumes nicht zu ver- 
lassen nöthig hat und dass sie die Lage aller Punkte ohne Hülfe 
von positiven und negativen Grössen bestimmen kann. Wie 
naturgemäss diese Methode ist, das wird sich übrigens erst in 
der Folge herausstellen, wenn sich zeigen wird, auf welche 
einfache Weise die sonst so verwickelten Eigenschaften der 
Figuren sich entwickeln lassen. 

Die üebereinstimmung in der Lage der zugeordneten har- 
monischen Theilpunkte einer Geraden ergibt sich so unmittel- 
bar aus dem, was in §. 4. des vorigen Abschnitts gesagt ist, 
dass es kaum nöthig scheint, noch Weiteres zur Erklärung 
hinzuzufügen. Ist ja dort schon ausgesprochen, dass die inneren 
und äusseren Theilpunkte, welche mit den Endpunkten der Ge- 
raden zusammenfallen , dass femer die Mitte der Geraden und 
die äusseren Punkte des unendlichen Raumes gleiche Modulus 
haben , so ist hiemit schon gesagt , dass diese Punkte die Gerade 
harmonisch theilen und dass die übrigen Punkte zwischen die- 
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8en Punkten der extremen Lage ebenfalls einander paarweise 
Karmonisch zugeordnet sein müssen. Dagegen ist auf einige 
andere Beziehungen der harmonisch zugeordneten Punkte zu 
der Mitte der Geraden AB aufmerksam zu machen. 

Bezeichnet man zu dem Ende (Fig. 2) AO = BO = V2 AB mit r, 
und die Abschnitte OC und OC der harmonisch zugeordneten 
Punkte C und C mit yundy', soistBC = r + y, AC=sr — y, 
BC' = / + r; AC'=y'— r folglich 

BC:AC=BC':AC' (§. 6.) 

öder r + y:r — y=y'+r«y' — r 
woraus durch Reduktion 
r« = yy/ 

oder OA^ = OC.OC'; OC:OA==OA:OC'. 

Die Hälfte OA der Geraden AB ist also das geometrische 
Mittel zwischen den Abschnitten OC und OC, welche zwischen 
der Mitte und den harmonisch zugeordneten Theilpunkten 
C und C liegen. 

Zieht man aber von der Gleichung r* = yy^ beiderseits die 
Grosse y^ ab, so findet man: 

r« — y?=yyi— y« oder (r + y)-(r — y)=y(y' — y) 

d. i. AC.BC = OC.CC'. 

Die Abschnitte AC und BC des Theilpunktes C bilden also 
ein Produkt, welches dem Produkt der Abschnitte gleich ist, 
in welche OC durch denselben Punkt C getheilt wird. 

Es ist noch zu bemerken, dass, wenn zwei Punkte C und C 
eine Gerade AB harmonisch theilen und daher AC : BC=AC : BC 
ist , auch durch Verwechslung der mittleren Glieder folgt, dass 

AC:AC = BC:BC. 

Nun ist aber das Verhältniss AC : AC der Modulus des 
Punktes A, welcher die Gerade CC theilt, und BC:BC ist 
der Modulus des Punktes B , welcher dieselbe Gerade CC theilt. 
Man sieht daraus, dass wenn die Punkte C undC die Gerade 
AB harmonisch theilen , auch das Stück CC von den Punkten A 
und B harmonisch getheilt wird. Diese Gegenseitigkeit in der 
harmomschen Theilung macht die Unterscheidung der Theil- 
punkte gegenüber den Endpunkten der Geraden, welche sie 



theilen, überflfissig. Soba]d also zwischen vier Punkten eine 
der oben angeführten Proportionen Statt findet, so sagt man: 
die Punkte A und B werden durch die Punkte C und C^ har- 
monisch getrennt, und umgekehrt 

€• Anharmonisehe Theilung einer Geraden. 

§. 10. Wenn auf einer geraden Strecke zwei Theilpunkte so liegen, dasa 
ihre gleichgeordneten Modulus einander nicht gleich sind , ^o sagt man* 
dass sie die Gerade a nharmonischtheUen. Das Verhältniss der gleich- 
geordneten Modulus zweier Theilpunkte heisst das DoppelverhSltniss der- 
selben. 

Durch das Doppelverhältniss zweier Theilpunkte einer Geraden ist 
die Lage der Theilpunkte gegen einander bestimmt, sobald bekannt ist, 
ob die Punkte eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen die 
Gerade haben. Es existirt nämlich alsdann für einen gegebenen Theil- 
punkt der Geraden nur ein einziger zweiter, der mit ihm die bezeich- 
nete gleichartige oder ungleichartige Lage hat und ein Doppelverhältniss 
von der gegebenen Grösse darbietet. 

§. 11. Wenn mehrere Paare von Theilpunkten in gleicher Aufeinander- 
folge mit den Endpunkten einer Geraden stehen und sie überdiess in einem 
und demselben gleichgeordneten Doppelverhältniss theilen , so sagt man, 
sie theilen die Gerade anharmonisch proportional, und das Doppelver- 
hältniss selbst heisst Modulus der anharmonisch proportionalen Theilung 
und die Punkte jedes Paares der anharmonisch proportionalen Theilung 
der Geraden heissen einander zugeordnet. 

Von den einander zugeordneten Punkten der anharmonisch propor- 
tionalen TheUung einer gegebenen Geraden sollen diejenigen, deren Mo- 
dulus das vordere Glied der Doppelverhältnisse ausmachen, Punkte 
der ersten Reihe heissen, und diejenigen, deren Modulus die hin- 
teren Glieder der Doppelverhältnisse ausmachen, Punkte der zwei- 
ten Reihe. 

Derjenige Punkt einer Reihe, welcher den unendlich entfernten 
Punkten der anderen Reihe zugeordnet ist, heisst Gegenpunkt. 

§. 12. Zwischen den einander zugeordneten Punkten der anharmo- 
nisch proportionalen Theilung finden folgende Beziehungen Statt: 

a) Wenn der eine Theilpunkt mit einem Endpunkt der Geraden zu- 
sammenfällt, so fällt auch der ihm zugeordnete Punkt mit demselben 
zusammen. 

b) Die zwei Gegenpunkte der zwei Punktreihen der anharmonisch pro« 
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portionalen Theilnng haben eine symmetrische Lage gegen die Gerade. Haben 
die Theilptinkte eine gleichartige Lage , so sind die Gegenpankte Süssere 
Punkte; haben sie eine ungleichartige Lage, so sind die Gegenpankte innere 
Punkte. In beiden Fällen ist das Verhältniss der Abschnitte des Gegen- 
punkts der ersten Reihe der Punkte dem Modulus der anharmonisch 
proportiopalen TheUung gleich und der Gegenpunkt der zweiten Reihe 
bildet zwei Abschnitte, deren VerhSltniss dem reciproken Modulus der 
anharmonisch proportionalen TJieilung gleich ist 

§. 13. Die harmonische Theilung einer Geraden ist ein besonderer 
Fall der anharmonisch proportionalen Theilung ungleichartiger Lage. 

Der Unterschied, welcher zwischen ihnen Statt findet, ist folgender: 

a) Das Doppelverhältttiss der harmonischen Theilung ist gleich Eins., 
das Doppelverhältniss der anharmonischen Theilung ist grosser oder klei- 
ner als Eins. 

b) Wenn in der harmonischen. Theilung ein Punkt der ersten Reihe 
mit einem Punkt der zweiten Reihe zusammenfällt, so fallen auch ihre 
zugeordneten harmonischen Punkte auf einander. Wenn dagegen in der 
anharmonisch proportionalen Theilung ein Punkt der ersten Reihe mit 
einem Punkt der zweiten Reihe zusammenfällt, so fallen ihre zugeordne- 
ten Punkte im Allgemeinen auseinander, nur in den Endpunkten der 
Gera4en fallen diese Punkte auf einander. 

Die anharmonische Theilung stimmt auch darin mit der harmonischen 
tlberein^ dass sie an der Eigenschaft der Gegenseitigkeit Theil nimmt. 

Beliebige vier Punkte einer Geraden sind daher anharmonische 
Punkte, von welchen je der vierte durch die dr^i übrigen bestimmt ist, 
wenn die Aufeinanderfolge der Punkte und eines der Doppelverhältnisse 
gegeben ist, welche zwischen den vier Punkten möglich sind. 

Die harmonische Theilung zeigt uns in einem besondern 
Fall , wie nach der Methode der neueren Geometrie durch einen 
Punkt auf einer gegebenen Geraden die Lage eines andern 
Pmiktes bestimmt werden kann. Es führte die Vergleichung 
der Modulus der Theilpunkte unmittelbar zur harmonischen 
Theilung, wenn man zu einem gegebenen Punkte denjenigen 
zugeordneten aufsuchte, dessen Modulus dem des ersten 
gleich ist. Aber wenn auch zwei Theilpunkte C und C beliebig 

genommen werden und die Modulus derselben (^ und dttJ 
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einander nicht gleich sind, so kann doch auch die Lage des 

zweiten Punktes durch die des ersten bestimmt werden, sabald 

das Yerhältniss der Modulus der zwei Theilpunkte zu einander 

gegeben und die Aufeinanderfolge der vier Punkte bekannt ist. 

Denn werai die zwei Abschnitte der Theilpunkte C und C 

(Fig. 1), welche an dem Endpunkte A liegen, beziehungsweise 

mit a und a', und die zwei Abschnitte am Endpunkte B mit 

b und b' bezeichnet werden und der gegebene Werth des 

Doppelverhältnisses = q ist, so folgt aus 

a a' ja a' , a' 1 a 

^:g,= q,dass^= q.^ und ^^ = -.|^. 

Hieraus sieht man, dass, wenn der Punkt C sein Modulus 

und deesen Verhältniss zum Modulus von C gegeben ist , auch 

a' 
der Modulus t^ des Punktes C bestimmt ist. Weil jedoch zu 

jedem Modulus zwei Theilpunkte existiren , ein innerer und ein 
äusserer, wie diess die harmonische Theilung lehrt, so folgt, 
dass die Lage des Punktes C noch einer Zweideutigkeit unt^- 
worfen ist, welche erst gehoben wird, wenn bekannt ist, ob der 
Punkt C ein innerer oder ein äusserer ist. Wenn also ausser 
dem Doppelverhältniss der Punkte C und C noch die Aufein- 
anderfolge mit den Punkten A und B gegeben ist, so ist durch 
die Lage des einen Punktes die Lage des andern Punktes voll- 
kommen bestimmt. Man sagt desshalb von zwei beliebigen Punk- 
ten C und C , dass sie die Gerade AB anharmonisch theilen, 
und es ist die anharmonische Theilung durch den Werth des 
Doppelverhältnisses der Theilpunkte und durch die Angabe , ob 
die Punkte eine gleichartige Lage zu AB haben, bestimmt. 

Sucht man nun aber zu den zwei Punkten C und C noch 
zwei andere D und D', welche in derselben Aufeinanderfolge 
mit A und ß stehen , wie die Punkte C und C , und deren 
gleichgeordnetes Doppelverhältniss demjenigen der Punkte C 
und C gleich ist, so sagt man: die zwei Paare vpn Theilpunkte» 
theilen. die Gerade AB anharmonisch proportional, und die 
Punkte C und C, sowie die Punkte D und D', heissen einander 
zugeordnete Punkte der anharmonisch proportionalen Theilung. 
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Nun kann man zu jedem weiteren auf der Richtung von AB 
gegeb^ien Theilpunkte den zugeordneten Theilpunkt der anhar- 
monisch proportionalen Theilung suchen, und man erhält auf 
solche Weise eine Menge von Paaren einander zugeordneter 
Punkte , die zwei Reihen zusammensetzen , nämlich die erste 
Reihe der Punkte, welche durch das vordere Glied des Dop- 
pelverhältnisses, das ihren Modulus angibt, bestimmt sind, und 
die zweite Reihe der Punkte, welche durch das hintere Glied 
des Doppelverhältnisses bestimmt sind. 

Vor allem ist nun nöthig, ein bestimmtes Bild von der 
gegenseitigen Lage der zugeordneten Punkte der anharmonisch 
proportionalen Theilung zu gewinnen. 

Ist die Lage der zugeordneten Punkte der anharmonisch 

a a' 
proportionalen Theilung durch den Modulus r- : ^-^ = q gege- 
ben, so fällt der Theilpunkt C mit dem Endpunkt A zusam- 
men , wenn a = o und desswegen auch t = o ist , für diesen 

besondern Fall ist der Modulus 
a' 

a' o 
woraus o = " = o , und a' = o. Es fällt also jedesmal mit 

dem einen Theilpunkt C auch der andere C zugleich mit dem 
Endpunkt A der Geraden AB zusammen. Das gleiche Resul- 
tat findet man, wenn man annimmt, dass C mit A zusammen^ 
falle , es fällt nämlich alsdann auch C mit eben dem Punkt A 

■ ^ 

zusammen. 

Fällt aber ein Theilpunkt der ersten Reihe etwa C, mit 

dem andern Endpunkt B, d^ Geraden AB zusammen , so ist 

b =: und folglich : 

a a' a a' , , o b' 

-lo = Q^ ~ = q 1771 also auch -= -j — 
ob' ^' ^ b'' a a'.q 

woraus b' = - . a' . q = o , 

ä 

das heisst , wenn der Theilungspunkt C mit dem Endpunkt B 
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znsammeiifällt, so hat auch der zugeordnete Theilpunkt das 
gleiche SchicksaL Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn ein 
Punkt C der zweiten Reihe betrachtet wird , der mit dem End* 
punkt B zusanmienfallt. Es folgt, dass zwei zugeordnete Theil- 
punkte immer zugleich mit einem Endpunkt der Geraden AB 
zusammenfallen. 

Dieses Resultat, das folgerichtig sich ergab , ohne Rucksicht 
auf die Aufeinanderfolge der Theilpunkte mit den Endpunkten 
der Geraden AB muss auch für die zwei Falle der gleicharti- 
gen und ungleichartigen Lage dieselbe Gültigkeit haben. 

Es sollen nun die Punkte beider Reihen betrachtet wer- 
den , welche unendlich entfernte zugeordnete Punkte haben und 
welche man Gegenpunkte heisst 

Sind die Punkte C und C in gleichartiger Lage gegen AB 

und theilen dieselben anharmonisch proportional, und ist C^ 

unendlich entfernt (Fig. 3, b), so ist der Modulus des Theil 

Punktes C'= 1 (§. 3), und G wird zum Gegenpunkt Q der ersten 

Reihe, für welchen 

a ^ 1 ä 

1^:1 = q also ^^ = q. 

Ist aber C ein unendlich entfernter Punkt , so ist r = 1 

a' zf 1 a' 

also 1 : p- = q, ^ == - , und dieser Modulus ^ bezeichnet 

die Lage des Gegenpunktes O' der zweiten Reihe. 

Man sieht hieraus , dass der Gegenpunkt der ersten Reihe 
die Gerade AB so theilt, dass das Verhältniss der Abschnitte 
dem Modulus der anharmonisch proportionalen Theilung gleich 
ist. Der Gegenpunkt der zweiten theilt die Gerade AB so, dass das 
Verhältniss der Abschnitte dem reciproken Modulus der anhar- 
monischen Theilung gleich ist. Die zwei Gegenpunkte Q und Qf 
haben also eine symmetrische Lage gegen die Gerade AB (§. 4). 
Weil aber die zwei einander zugeordneten Punkte eine gleich- 
artige Lage haben , so müssen auch die Gegenpunkte wie ihre 
unendlich entfernten zugeordneten Punkte äussere Punkte sein. 

Wenn die zugeordneten Punkte ungleichartiger Lage sind, 
so ändert sich an der ganzen Schlussfolge nichts , nur müssen 



^ 
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alsdann die Gegenpunkte Q und Q, innere Punkte sein^ weil sie 
eine den unendlich entfernten Punkten ungleiehe Lage haben 
(Fig. 3, a). 

Die zwei Gegenpunkte zeigen, dass denselben Punkten, 
nämlich den Punkten der unendlichen Entfernung , je nachdem 
sie der ersten oder der zweiten Reihe angehören, verschiedene 
Punkte der anharmonisch proportionalen Theilung zugeordnet 
sind, und diese Eigenschaft kommt nicht nur den Punkten des 
unendlichen Baumes, sondern ausser den Endpunkten der Ge- 
raden AB überhaupt allen Punkten der ganzen Richtung AB zu. 

Ist nämlich AB irgend eine nach dem Modulus q anhar- 
monisch proportional getheilte G^ade, und ist C ein beliebi- 

ger Punkt auf ihr, der für sich durch den Modulus r bestimmt 

ist , so wird man den Modulus des zugehörigen Punktes G^ der 
anharmonisch proportionalen Theilung leicht berechnen, und 
zwar wird, wenn C ein Punkt der ersten Reihe ist, der Mo- 

dulus - des zugehörigen Punktes gefunden durch die Gleichung 
-:-=«. Esist— =T~ 

b y ^ y ^>q 

Wenn aber an demselben Ort C ein Punkt der zweiten 
Reihe ist, so wird der Modulus — des zugehörigen Punktes 

der ersten Reihe gefunden durch die Gleichung 

V a V aq 

— :r = q, woraus — = -.^ 
w b ^' w b 

Man sieht hieraus, dass dem Punkt C zwei verschiedene 

Punkte zugeordnet sind, je nachdem in ihm ein Punkt der 

ersten Reihe oder ein Punkt der zweiten Reihe liegt. Die obi- 

' gen Werthe für die Modulus der zugeordneten Punkte - und 

— , werden nur in einem Falle einander gleich , wenn der Mo- 
w 

dulus q der anharmonischen Theilung selbst gleich Eins ist 

Für diesen Fall, wo 

ax -t • L y *^ X 
r-: = 1, ist aber i- = - 
b y ' o y 

Paulas, neuere, ebene Geometrie* Z 
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Es ist also in diesem letzteren Falle die anharmonisch 
proportionale Theilung in Wirklichkeit eine harmonische Thei- 
lung. Es folgt hieraus, dass zweien Punkten der zwei Reihen der 
anharmonisch proportionalen Theilung , welche in einem Punkt 
vereinigt sind , zwei ausser einander liegende Punkte zugeordnet 
sind , dass dagegen in der harmonischen Theilung diess anders 
sich verhält , indem dort zweien aufeinander liegenden Punkten 
der zwei Reihen wieder zwei aufeinander liegende Punkte zu- 
geordnet sind. Diese Uebereinstimmung der zwei Punkte der 
zwei Reihen macht, dass die Unterscheidung der Reihen bei 
der harmonischen Theilung erst möglich wird, wenn man sie 
als einen besonderen Fall der anharmonischen Theilung kennen 
gelernt hat. 

Nachdem wir nun die Beziehungen zwischen den zuge- 
ordneten Punkten unter einander untersucht haben , bleibt noch 
übrig, ihre Beziehungen zu den Endpunkten selbst in's Auge 

zu fassen. Nun kann aber das Doppelverhältniss |- : r^ == q 

ohne dass sein Werth verändert würde, auf die Form -7:1-5 = 

^ a' b' ^ 

a AC 

gebracht werden. Das Glied -7 oder -^p-^ ist aber der ein- 
fache Modulus des Punktes A , sofern er die Gerade CC theilt, 

b BP 

und das Glied ri oder -ttt^ , ist der einfache Modulus des Punk- 
tes B, sofern er dieselbe Gerade CC theilt, folglich ist 

a b 

-7 : w == q das Doppelverhältniss der Punkte A und B , sofern sie 

die Gerade CC theilen. Man sieht daraus , dass auch das Dop- 
pelverhältniss zweier Theilpunkte, welche eine gegebene Gerade 
theilen, dieselbe Gegenseitigkeit darbietet, wie man diess bei 
der harmonischen Theilung bemerkt hat. Auch wird man leicht 
einsehen, wenn C und C gegen AB eine gleichartige Lage 
haben, etwa innere Punkte von AB sind, dass die Punkte A 
und B äussere Punkte von CC sind und daher, auch eine 
gleichartige Lage gegen CC haben. Zum gleichen Schluss 
gelangt man, wenn die Punkte C und C eine ungleichartige 
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Lage gegen AB haben, dann haben auch A und B eme un- 
gleichartige gegen CC; kurz, das Stück CC wird m Betreff 
der Aufeinanderfolge und des Doppelverhältnisses ebenso von 
den Punkten A und B getheilt, wie das Stück AB von den 
Punkten C und C. 

D, Proportionale Umhüllung. 

§. 15. Die anhannonisch proportionale Theilung einer Strecke geht in 
die einfach proportionale Umhüllung übet, \^renn ein Endpunkt der Strecke 
in unendliche Entfernung hinausrückt und nur noch der andere Punkt 
als ihr Anfangspunkt im endlichen Räume ist. 

In der einfach proportionalen Umhüllung liegen die zugeordneten 
Punkte entweder auf der gleichen Seite des Anfangspunktes, indem sie 
gleichartiger Lage sind; oder sie liegen auf den entg^engesetzten Seiten 
des Anfangspunktes, indem sie ungleichartiger Lage sind; in beiden Fäl- 
len aber verwandelt sich der Modulus der anharmonischen Theilung hier 
in das Verhältniss der Abschnitte zwischen den zugeordneten Punkten 
und dem Anfangspunkte, welches also constant ist. Die Abschnitte der 
ersten Reihe sind den entsprechenden Abschnitten der zweiten Reihe 
proportional. 

Die Gegenpunkte der einfach proportionalen Umhüllung liegen beide 
im unendlidien Raum. 

§. 16. In dem besondern Falle der einfach proportionalen Umhül- 
lung, wo das Verhältniss der zugeordneten Punkte der Zahl Eins gleich 
wird, liegen die zugeordneten Punkte in gleicher Entfernung vom Anfangs- 
punkte. Diesen Fall kann man daher die uniforme Umhüllung nennen. 

Wenn gefragt wird, ob die anharmonisch proportionale 
Theilung einer Geraden auch specifisch verschiedene Gattun- 
gen in sich schliesse so wird zu antworten sein, dass diess 
der Fall sein wird, wenn entweder der Werth des Modulus 
der Theilung, oder die Grösse der getheilten Linien einen spe- 
cifischen Werth annehmen. Das Erste geschieht, wenn das 
Doppelverhältniss den Werth Eins annimmt, und diess führt 
zur harmonischen Theilung. Die Grösse einer Geraden gewährt 
keinen andern specifischen Werth als die extremen Werthe von 
Null und Unendlich. Der Werth Null ist in dem vorliegen- 
den Falle nicht zulässig, der andere muss dahin beschränkt 
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weräm^ dam ein Endpunkt der unendlichen Geraden im end- 

fieben Baom Hege, nnd dieser im endliclien Banm liegende 

Ponki kann fBglich Anfimgqrankt genannt werden. Der Mo- 

a a' 
dolos der anharmonischen Theilong r : j-7 = q ninmit in die- 

a a' a 

sem besondem Fall die Gestalt ^r^iiz:^ = q oder -7 = q an. 

00 oc ^ a' ^ 

Das Doppelverhaltniss zweier zugeordneten Punkte yerwandelt 
sieh daher in das einlache Y erhältniss ihrer Abschnitte und 
die anhannonisch proportionale Theilung in die proportionale 
Umhfillong. Haben die zugeordneten Punkte C und C eine 
gleichartige Lage, so erscheinen sie jetzt wie in Fig. 4, a auf 
der gleichen Seite des Anfangspunktes A, haben sie eine un- 
gleichartige Lage, so erscheinen sie wie in Fig. 4, b auf ver- 
schiedenen Seiten von A; in beiden Fallen nähern sie sich 
einander um so mehr, je näher sie dem Punkt A rücken und 
die Punkte der einen Reihe liegen dem Punkt A naher als die 
zugeordneten der zweiten Reihe; in dem Punkt A fallen sie 
auf einander. 

Was wird aber aus den Gegenpunkten? Ist Punkt Q' 
der zweiten Reihe unendlich weit von A entfernt, so muss 
auch sein zugeordneter Punkt Q, d. h. der Gegenpunkt der 

ersten Reihe, in unendlicher Entfernung liegen, da jetzt v7^/= q 

AO 

in -^ = q übergeht und also AQ = q.cx: = oo ist; wenn q 

einen endlichen Werth hat, wie das vorausgesetzt ist. Ebenso 
verwandelt sich, wenn ein Punkt der ersten Reihe Q in un- 

AO' 
endlicher Entfernung liegt, das Yerhältniss ^ = q in das 

Ay 

Verhältniss ^7 = q, woraus AQ' = 99 = 00 sich ergibt. 

Es fallen also die zwei Gegenpunkte der einfach propor- 
tionalen Theilung zugleich in den unendlichen Raum. 

Endlich gewährt die pro|)ortionale Umhüllung noch den 
beson^ern Fall, dass der Modulus ihrer zugeordneten Theil- 
punkte gleich Eins wird. In diesem Fall sind die Abschnitte 
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zweier zugeordneten Theilpunkte einander gleich. Bei einer 
gleichartigen Lage decken sich also je zwei homologe Theil- 
punkte , und bei einer ungleichartigen Lage liegt der Anfangs- 
punkt in der Mitte zwischen zwei homologen Punkten. Die- 
ser letzte Fall lässt allein etwas für sich Bestehendes übrig 
und ist das, was man uniforme Umhüllung heisst. 

E« Conforme Punktereihen« 

§. 17. Auch auf zwei verschiedenen Geraden können die Punkte, 
wenn sie mit gleichen Buchstaben des Alphabets bezeichnet werden, so auf 
einander bezogen werden, dass durch einen Punkt der einen Geraden 
ein homologer Punkt der -andern Geraden bestimmt ist. Das Mittel die- 
ser Beziehung ist auch hier die gleiche Aufeinanderfolge der Punkte 
und die Gleichheit der Doppelverhältnisse der homologen Abschnitte, 
die zwischen homologen Punkten liegen. Eine solche Beziehung der 
Punkte zweier Geraden erfordert aber zum Mindesten vier Paare von 
Punkten, denn bei drei Paaren von Punkten ist selbst nicht einmal das 
Mittel der gleichen Aufeinanderfolge anwendbar, indem drei Punkte, wie 
sie auch versetzt werden mögen , doch stets in gleicher Aufeinanderfolge 
stehen/ wenn gleich die Richtung, in welcher diese Aufeinanderfolge 
geschieht, verschieden ist. Bei vier Paaren von Punkten ist aber diese 
Beziehung eine vollkommen bestimmte, wie solches aus folgendem Satz 
hervorgeht. 

Sind vier Punkte einer Geraden in gleicher Aufeinanderfolge mit 
vier homologen Punkten einer andern Geraden, und theilen zwei homo- 
loge Paare dieser Punkte die Abschnitte, welche zwischen den zwei 
übrigen Punkten liegen, in gleichem Doppel verhältniss, so werden auch 
je zwei andere homologe Abschnitte von den zwei übrigen homologen 
Punktepaaren in gleichem Doppelverhältnisse getheilt, so dass überhaupt 
alle einander entsprechenden Doppelverhältnisse der vier Punktepaaren 
einander gleich sind. Diese zwei Reihen heissen conform. 

Diese Beziehungen zwischen den Punkten zweier Geraden können 
auch auf eine grössere und selbst unbegrenzte Zahl von Punkten aus- 
gedehnt werden. 

Sind nämlich drei Paare von Punkten auf zwei Geraden gegebeui 
und fOgt man zu denselben noch zwei andere Paare hinzu, von wel- 
chen jedes mit den gegebenen drei Paaren zwei conforme Reihen bildet 
80 sind überhaupt je vier Punkte der einen Linie den vier homologen 
Punkten der andern Linie conform. 
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Man 'wird also auf diese Weise Reihen von einer unbegrenzten 
Zahl Yon Punkten auffinden können, von welchen je vier Punkte 
der einen Reihe mit den vier homologen Punkten der andern Reihe in 
conformer Lage sich befinden, und solche Punktereihen heiasen con* 
formCA). 

Es folgt aber aus dem Begriff der Conformität solcher Reihen, dass 
dieselbe durch drei Paare von Punkten vollkommen bestimmt sind, so 
dass , wenn drei Paare von Punkten auf zwei Creraden gegeben sind, zu 
jedem Punkt der einen Geraden nur ein einziger homologer Punkt der 
andern Geraden exlstirt. Es folgt ferner, dass, wenn unter den Punkten 
der einen Reihe vier harmonische Punkte sich befinden, auch 4Je homo- 
logen Punkte jeder conformen Reihe harmonisch sind, und umgekehrt 
bilden vier Paare von harmonischen Punkten stets zwei conforme Reihen. 

Endlich folgt noch aus dem Begriff der Conformität, dass zwei 
Reihen, welche einer dritten Reihe conformsind, auch unter sich con- 
form sind. 

g. 18. Conforme Punktereihen lassen folgende besondere Fälle un- 
terscheiden : 

a) Wenn die zwei unendlich entfernten Punkte zweier conformen 
Reihen homolog sind, so theilen die übrigen Punkte die Geraden, auf 
denen sie liegen, in proportionale Abschnitte. 

Umgekehrt. Punktereihen, welche die Geraden, auf denen sie lie- 
gen, in proportionale Abschnitte theilen, sind conform, und es sind 
auch ihre Punkte des unendlichen Raumes homolog. 

b) Wenn zwei Gerade durch zwei Punktereihen so getheilt werden, 
dass alle homologen Abschnitte einander gleich sind , so sind sie eben- 
falls conform und bilden den besondern Fall der uniformen Reihen. 

§. 19. Unter den Punkten zweier conformen Reihen ist derjenige 
jeder Reihe von besonderer Bedeutung, weichet dem unendlich entfern- 
ten Punkte der anderen Reihe homolog ist, er heisst Gegenpunkt. , 

Jeder Gegenpunkt theilt die Gerade, auf der er liegt, in zwei Aeste, 
deren jeder nach einer Seite hin in den unendlichen Raum verlauft. 
Bewegt sich nun auf der einen Geraden ein Punkt aus der unendlichen 
Entfernung her durch den Gegenpunkt der Geraden hindurch, bis er 
wieder auf der andern Seite in's Unendliche sich verliert, so bewegt 
sich auf der andern conformen Geraden der homologe Punkt von sei- 
nem Gegenpunkt aus auf dem einen Aste hin in's Unendliche, wo er 
ankommt, wenn der erste Punkt in seinem Gegenpunkt steht, und hier- 
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auf efseheint er auf dem andern Aste, vo er aus der nnendlidien Feme 
her seinem Gegenpunkt sich nähert, welchen er erreicht, sobald sein 
homologer Punkt wieder das unendlich entfernte Ende seines zweiten 
Astes erreicht hat, so dass sich die zwei Aeste der zwei Geraden in 
umgekehrtem Sinne entsprechen. 

Die Lage der homologen Punkte gegen ihre Gegenpunkte ist Einern 
sehr einfachen Gesetze unterworfen, denn es sind die Abschnitte zweier 
conformen Puhkter eihen , welche zwischen den homologen Punkten und 
den Gegenpunkten liegen, umgekehrt proportional, oder mit anderen 
"Worten, es ist das Rechteck aus'den Abschnitten constant, welches zwischen 
zwei homologen Punkten und den Gegenpunkten ihrer Bichtungen liegt. 

§. 20. Ein besonders zu beachtender Fall tritt ein, wenn z\^ei 
conforme Punktereihen in einer geraden Richtung vereinigt sind. Solche 
Reihen heissen einstimmig conform, wenn die Punkte der zwei Reihen 
in gleicher Richtung auf einander folgen, sie heissen entgegengesetzt con-^ 
form, wenn ihre Aufeinanderfolge in entgegengesetzter Richtung geschieht. 

Bei den einstimmig conformen Reihen liegen je zwei homologe 
Punkte stets auf den Aesten entgegengesetzter Lage, bei den entgegen« 
gesetzt conformen Reihen liegen sie dagegen auf den Aesten gleicher Lage* 

Unter den homologen Punkten zweier in einer Richtung vereinigter 
Punktereihen gibt es auch solche, die. paarweise zusammenfallen, und, 
aolche Punkte ihrer gemeinschaftlichen Richtung, in welchen zwei homo-* 
löge Punkte der conformen Reihen in einem Ort vereinigt sind, heissen 
Hauptpunkte. Hinsichtlich dieser Hauptpunkte ist noch Folgendes zu 
bemerken : \ 

a) Zwei in einer Richtung vereinigte Reihen können höchstens zwei 
Hauptpunkte haben; wenn in mehr als zwei Orten homologe Punkte 
der conformen Reihen vereinigt sind, so fallen die conformen Punkte- 
reihen tlberhaupt mit allen ihren homologen Punkten auf einander. 

b) Die einstimmig conformen Reihen haben entweder zwei Haupt- 
punkte, die zwischen den Gegenpunkten symmetrisch liegen, oder sie 
haben nur einen Hauptpunkt in der Mitte zwischen den zwei Gegen - 
punkten , oder aber sie haben gar keinen Hauptpunkt, so dass nirgends 
zwei homologe Punkte in einem Ort zusammentreffen. Sollten die 
Gdgenpunkte selbst auf einander fallen, so haben sie keine Hauptpunkte« 

c) Die entgegengesetzt conformen Reihen einer Geraden haben stets 
zwei Hauptpunkte, welche ausserhalb der durch die Gegeapunkte be-» 
grenzten Strecke, und zwar ebenfolls symmetrisch gegen dieselbe Hegen. 
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Sollten die Gegenpnnkte selbst auf einander Ikllen, so ist ihr Ort in 
der Mitte zwischen den Hauptpunkten. 

d) So oft zwei in einer Geraden vereinigte confonne Reihen mit 
ihren Gegenpnnkten nicht auf einander fallen, wohl aber zwei Haupt- 
punkte haben, so wird die Strecke zwischen den Hauptpunkten durch 
die homologen Punkte der conformen Beihen anharmonisch propor- 
tional getheilt. Die anharmonisch proportionale Theilung ist also nur 
ein besonderer Fall zweier in einer geraden Richtung vereinigten confor- 
men Punktereihen. 

e) So oft zwei in einer Geraden vereinigte confonne Reihen mit 
ihren Gegenpunkten auf einander fallen, übrigens zwei Hauptpunkte 
haben, so wird die Strecke zwischen den Hauptpunkten durch die 
homologen Punkte der conformen Reihen harmonisch getheilt. £s 
ist also auch die harmonische Theilung ein besonderer Fall conformer 
Punktereihen, die in einer Geraden vereinigt sind. 

Bisher wurden nur Punkte einer und derselben geraden 
BichtuBg in den Bereich der Betrachtung gezogen; der Ge- 
sichtskreis ist nun dahin zu erweitem, dass die Punkte ver- 
schiedener Geraden mit einander in Beziehung gesetzt werden ; 
und zwar ebenfalls in eine solche Beziehung , dass die Punkte 
der einen Geraden durch die Punkte der anderen Geraden in 
ihrer gegenseitigen Lage bestimmt werden. Wir haben es also 
jetzt mit Punktereihen verschiedener Geraden zu thun. Aeus- 
serlich stellt man die Beziehung dadurch her, dass man die 
Punkte der einen Geraden mit denselben Buchstaben des Al- 
phabets bezeichnet, wie die Punkte der anderen Geraden. Das 
Wesen der Beziehung soll ebenfalls das gleiche bleiben, näm- 
Kch die Gleichheit der Aufeinanderfolge und der Doppelver- 
hältnisse. Weil aber jetzt keine gegebene feste Punkte , wie 
die Endpunkte der harmonisch oder der anharmonisch propor- 
tionalen Geraden, mehr xmterscheiden werden, sondern alle 
Punkte einander coordinirt sind, so hat man vor Allem die 
zwei Mittel der Beziehung, nämlich das der Aufeinanderfolge 
und der Doppelverhältnisse , noch einmal näher in's Auge zu 
fassen, ehe man an das eigentliche Geschäft der Beziehung 
der Punkte zweier Geraden schreiten kann. 

Was nun zuerst die Aufeinanderfolge der Punkte einer 
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Geraden betrifft, so werden wir zuerst bemerken, dass drei 
Punkte einer Geraden , wie man sie auch gegen einander ver- 
setzen mag, doch stets in der gleichen Aufeinanderfolge blei* 
ben, sobald man den Begriff der Aufeinanderfolge nach der 
in §. 5 gewonnenen Anschauung festhält. Drei Punkte ABC 
lassen zwar sechs Permutationen zu ABC, ACB, BAC, BCA, 
CAB, CBA ; in allen diesen Permutationen sind aber je zwei 
Punkte wie A und B in unmittelbarer Aufeinanderfolge begrif- 
fen; denn entweder stehen diese Punkte wirklich neben ein- 
ander und dann sind sie ohnehin aufeinanderfolgend , oder ab^ 
sie sind durch den dritten Punkt C getrennt , dann sind sie die 
äusseren Punkte der Reihe und als solche sind sie ebenfalls 
aufeinanderfolgend (§. 5). Ein anderer Unterschied, der jedoch 
mit der der Aufeinanderfolge nicht zu verwechseln ist , ist der 
der Richtung und in dieser Beziehung zerfallen die sechs Per- 
mutationen in zwei Abtheilungen, deren eine eine Richtung hat, 
die der der andern entgegengesetzt ist. Die Richtung von der 
Linken zur Rechten bemerkt man in den Permutationen ABC, 
BCA, CAB; und die Richtung von der Rechten zur Linken 
zeigen die Permutationen ACB, BAC, CBA. Es sind sonach 
wenigstens vier Punkte nöthig, damit eine Mannigfaltigkeit in 
der Aufeinanderfolge möglich sei. Tritt aber noch ein vierter 
Punkt D zu den drei Punkten A, B und C hinzu, so kann 
er , welche Permutation auch zu Grunde gelegt werde , entwe- 
der zwischen A und B, oder zwischen A und C, oder endlich 
zwischen B und C stehen, und jedesmal bedmgt er eine Ver- 
schiedenheit in der Aufeinanderfolge der vier Punkte. 

Vier Punkte sind aber auch nothwendig , um bei der Be- 
ziehung ihrer Lage das bisher gebrauchte Mittel der Doppel- 
verhältnisse in Anwendung zu bringen. Zwei dieser Punkte 
erscheinen als die Grenzpunkte einer Strecke, die zwei an- 
deren als die Theilpunkte derselben (§. 10). Da aber je zwei 
Punkte in dem einen oder änderen Sinne gebraucht werden 
können, und da fiberdiess die Ordnung der. Theilpunkte und 
der Endpunkte noch beliebig ist , so ist leicht einzusehen, dass 
eine grosse Zahl von Siolchen Doppelverhältnissen schon bei vier 



26 

gegebenen Punkten möglich ist. Und diese Doppelverhältnisse 
und ihre Beziehungen kennen zu lernen, soll nun ebenfalls 
noch versucht werden. Man kann die Doppelverhältnisse von 
vier gegebenen Punkten leicht fibersehen, wenn man sie mit 
den Permutationen von vier Buchstaben in Verbindung bringt, 
und festsetzt, dass die zwei ersten Buchstaben die Gr^izpunkte 
der Strecke sind, welche durch die zwei letzten Buchstaben 
getheilt wird und dass die Aufeinanderfolge der Abschnitte im 
Doppelverhältniss mit derjenigen der vier Buchstaben in dar 
Permutation in Uebereinstimmung sei; hienach würde z. B. 

AB AD 

das Symbol AC, BD das Doppelverhältniss p^ •' ttt^ bezeich- 
nen. Diese Bezeichnungsweise zeigt, dass die Zahl der Dop-- 
pelverhältnisse zwischen vier Punkten mit der Permutation von 
vier Elementen übereinstimmen , also gleich 24 sein muss. Diese 
24 Permutationen lassen sich in drei Gruppen abtheilen, 
welche mit dem Wesen der Doppelverhältnisse Zusammenhang 
gen, wenn man die Permutation so vollzieht, dass man das 
viergliedrige Produkt ABCD zuerst in die drei Doppelprodukte 
AB X CD ; AC X BD ; und AD X BC zerlegt^ und nun jetzt 
erst die Permutationen dadurch vollendet , dass man die zwei 
Produkte gegen einander und die zwei Faktoren jedes einzelnen 
Produkts gegen einander versetzt. Dadurch gewährt jedes der 
drei Doppelprodukte noch 7 Permutationen, so dass man wie* 
der die volle Zahl von 3 . 8 = 24 Permutationen erhält. 

Die acht Permutationen jeder dieser drei Gruppen können 
noch in zwei Abtheilungen, jede zu vier Permutationen ver-* 
einigt werden, wenn man noch darauf Rücksicht nimmt, ob 
die zwei Faktoren der zwei Produkte in Betreff der Richtung 
ihrer Aufeinanderfolge mit einander übereinstimmen oder nicht. 
Dadurch erhält man drei Gruppen von je zwei Abtheilungen 
und jede Abtheilung zu 4 Permutationen. 

Die erste Abtheilung (einstimmiger Richtung) der ersten 
Gruppe ist AB, CD; BA, DC; CD, AB; DC, BA; 
die zweite Abtheilung (entgegengesetzte Richtung) der ersten 
Gruppe ist AB, DC; BA, CD; DC, AB; CD, BA; 
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die erste Abtheilung der zweiten Gruppe ist 

AC, BD; CA, i)B; BD, AC; DB, CA; 
die zweite Abtheilung der zweiten Gruppe ist 

AC, DB; CA, BD; DB, AC; BD, CA; 
die erste Abtheilung der dritten Gruppe ist 

AD, BC; DA, CB; BC, AD; CB, DA; 
die zweite Abtheilung der dritten Gruppe ist 

AD, CB; DA, BC; CB, AD; BC, DA. 
Nachdem nun die Doppelverhältnisse ihrer Form nach ge- 
ordnet und in Abtheilungen gebracht sind, wird man mit Leich- 
tigkeit auch ihre Werthe auffinden können. Man findet fol- 
gende Beziehungen: 

a) die vier Doppelverhältnisse jeder Abtheilung sind ein- 
ander gleich; diess zeigen die einfachsten Sätze der Bruch- 
lehre , denn die vier Doppelverhältnisse der ersten Gruppe sind 

AC AD BD BC CA CB DB DA 
BC'bD' AD'aC' DA'DB' CB'iDÄ 

und jedes dieser Doppelverhältnisse ist dem Bruch S7T-rf| 

gleich, folglich sind sie auch unter sich gleich. Auf gleiche 
Weise zeigt man auch , dass die Doppelverhältnisse jeder an- 
dern Abtheilung einander gleich sind. 

b) In jeder Gruppe sind die Doppelverhältnisse der einen 
Abtheilung den reciproken Doppelverhältnissen der andern Ab- 
theilung gleich. So sind die Doppelverhältnisse der zweiten 
Abtheilung der ersten Gruppe 

^ACBCBD DADB CBCA 
BD • BC' AC" AD*' CA • CB ' DB ' DA 

jedes dieser Verhältnisse ist aber dem Bruch Art T^p ? welcher 

selbst wieder nur die reciproke Zahl von üfr-Äri ^* ^' ^^^ ^^^ 

Zahl ist, welche den Werth der Doppelverhältnisse der ersten 
Abtheilung angibt. 

c) Die Doppelverhältnisse der ersten Abtheilung der ersten 
Gruppe sind um die Zahl Eins grosser, als die Doppelverhält- 
nisse der ersten Abtheilung der zweiten Gruppe. 
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Setzt man nämUch die Abschnitte AB = a , BC = b, 
CD = e, so ist, wenn die Buchstaben A, B, C, D in alphabeti- 
scher Ordnung an die vier Punkte angeschrieben werden, 

AC = a+b,BD=b + c, AD=a + b + c 
und bezeichnet man auch noch den Werth des Doppelverhält- 
nisses AB, CD mit q, so ist 

a + b a + b + c _ 
b ' bH- c ~^ 

, ,a+ba+b+c - - 

also auch — r — : — i— i 1 = q — 1 

b b + c ^ 

was nach gehöriger Reduktion übergeht in 

a a + b + c ^ 

V-: — ■ ' — = q — 1 

b c ^ 

Est ist aber t : -^ — ^^^ ^ pw : pT=r, d. h. gleich dem Dop- 

pelverhältniss , welches das Symbol AC, BD hat und der ersten 
A.btheilung der zweiten Gruppe angehört. 

d) Die Doppelverhältnisse der dritten Gruppe sind dem 
Quotienten gleich , den man erhält , wenn man die Doppelver- 
hältnisse der ersten Gruppe durch die entsprechenden Doppel- 

. Verhältnisse der zweiten Gruppe dividirt 

AC AD 

Dividirt man das Doppelverhältniss AB, CD = ^^ : -^rz 

AB AD 
durch das Doppelverhältniss AC, BD = j^ : -pr: 

so erhält man -p^ * ttr d. i. CB, AD. 

AB BD ' 

In diesen vier Sätzen sind aber die Beziehungen zwischen 

allen Doppelverhältnissen vollständig gegeben imd man kann 

alle Doppelverhältnisse sogleich berechnen, sobald nur eines 

derselben gegeben ist. 

Setzt man das Doppelverhältniss der ersten Abtheilung oder 
(AB, CD) = q so ist (AB, DC) = -, (AC, BD) = q— 1 

(AC, DB) = ^, (AD, CB) = ^j, (AD, BC) = 5L=i 
Nach diesen Vorbereitungen kann an die eigentliche Aufgabe 
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des vorliegenden Abschnittes gesehritten werden. Es ist vorausge- 
setzt, dass auf einer Geraden die Punkte A, B, C und auf einer 
andern die Punkte A', B', C gegeben seien (Fig. 5). Nun existirt 
zu jedem Punkt D der ersten Geraden immer auch ein zweiter 
Punkt D' auf der zweiten Geraden, welcher zu den Punkten 
seiner Reihe bei gleicher Aufeinanderfolge die gleichen Doppel- 
verhältnisse hat, wie der Punkt D zu den Punkten seiner Beihe« 
Denn vorausgesetzt, das Doppelverhältniss AB,CD der ^sten 
Reihe sei gleich q, so findet sich auf der andern Geraden 
immer auch em Punkt D', der so liegt, dass das Doppel- 
verhältniss A'B'C'D' = q ist. Denn wenn der Punkt D' all- 
mählig alle Punkte der Geraden durchlauft, so nimmt das 

A'D' 
Verhältniss T>/pv/ auch allmahlig alle Werthe von bis oo 

A'C 
an ; und weil das Verhältniss rvrp/ zwischen den ersten Punk- 
ten A', B', C constant ist, so wird auch das Doppelverhältniss 

A'C A'D' 
A'B', d^'==D7p7-ö/Ty »ach und nach alle Werthe zwischen 

und oc annehmen ; es muss also auch eine Lage des Punktes 
D' geben, für welchen jenes Doppelverhältniss = q ist. Sind 
aber diese Doppelverhältnisse der zwei Punktereihen einander 
gleich, so müssen auch alle anderen Doppelverhältnisse, deren 
Symbol durch die gleiche Permutation der Punkte ausgedrückt 
wird, einander gleich sein. So ist z. B. 

das Doppelverhältniss ♦ AC, DB = ^^ 

während auch das Doppelverhältniss A'C, D'B' = ^ 

ist, folgUch ist auch das Doppelverhältniss AG, DB :== A' G', D'B' 
Das Gleiche findet bei aUen sich entsprechenden Doppelver- 
hältnissen Statt Wir schliessen also , dass überhaupt alle ein-» 
ander entsprechenden Doppelverhältnisse der zwei Reihen ein- 
ander gleich sind. 

Diese Beziehungen können aber auch auf Reihen von grös- 
serer Punktezahl ausgedehnt werden, denn vorausgesetzt, es 
seien auch £ und E' noch ein Paar entsprechende Punkte, 
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welche mit den Punkten A, B, C und A', B^, C^ in glacher Auf- 
einanderfolge und unter gleichen Doppelverfaältnissen stehen, 
so wird man schliessen , dass beliefoige vier Punkte der einen 
Reihe mit vier Punkten der andern Reihe in gleicher Auf- 
einanderfolge und unter gleichen Doppelverhältnissen stehen. 
Dass überhaupt gleiche Aufeinanderfolge in beiden Reihen herr- 
schen muss , sieht man sogleich ein. Dass aber auch die Dop- 
pelva*hältnisse gleich sind, ergibt sich auf folgende Weise. 
Es lassen nämUch die fünf Punkte überhaupt vier Combina- 
tionen zu vier Elementen-zu; tai die Punkte A, B, C, D, E sind 
dieselben ABCD, ABCE, ABDE, ACDE und BCDE. Weil 
nach Voraussetzung 

\C, AD AT/ A'H' 

(ABCD)=(A'B'C'D'), so folgt ^:|g=|^^:|^ und weil 

(ABCE) zrrA'B'CE', so folgt ^ : ^ =^': ^^ 

dies^ zwei Proportionen liefern die dritte 

AD AE_A'D' A^ 

BDBE^B'D'B'E' 
d. i. AB,DE = A'B', D'E' 

ist aber AB, CD = A'B', CD', so ist auch AC, BD =: A'C, B'D' 
undist AB,CE = A'B',C'E', so ist auchAC,BE = A'C^B'E^ 
und aus diesen Gleichungen folgt wie oben 

AC,DE = A'C',D'E' 
und auf gleiche Weise findet man auch 

BC,DE = B'C',D'E'. 

So oft also zwei Paare von Punkten zu drei gegebenen 
Punkten so liegen , . dass sie die gleiche Aufeinanderfolge zu 
ihnen haben und unter den gleichen Doppelverhältniss^a stehen, 
so nehmen überhaupt je vier Paare von Punkten an dieser 
Eigenschaft Theil. Auf solche Weise kann man also, indem 
man immer wieder neue Paare von Punkten unter den glei- 
chen Bedingungen hinzufügt, zwei Reihen herstellen, in wel- 
chen überhaupt gleiche Aufeinanderfolge und zwischen je vier 
homologen Punkten gleiche Doppelverhältnisse herrschen. 
Solche Pmiktereihen heissen conform. Aus der ganzen vor- 
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ausgehenden Entwidklang geht hervor, dass zwei conforme 
Punktereiben durch drei Paare homologer Punkte vollkom- 
men bestimmt sind, d. h. dass zu jedem vierten Punkt der 
einen Reihe nur ein einziger Punkt der zweiten Reihe gehört, 
denn durch den vierten Punkt der ersten Reihe sind die Doppel- 
verhältnisse zwischen denselben bestimmt, und durch den Werth 
dieser Doppelverhältnisse wird andererseit-s die Lage des vierten 
Punktes auf der zweiten Punktereihe bestimmt (§. 10). Ebenso 
folgt auch, dass zwei Punktereihen unter sich cönform sind, 
sobald sie mit einer dritten Punktereihe conform sind. , 

Die conformen Reihen sind von grosser Wichtigkeit für 
die neuere Geomeöie , sie verleihen ihr ihren Hauptcharakter- 
ÄUg , überall begegnet man ihnen wieder. Es ist daher nicht 
überflüssig, die besonderen Arten der conformen Reihen, so- 
wie auch ihr Verhältniss zu der harmonischen und anharmo- 
nisehen Theilung zu erforschen. 

Weil die Conformität zweier Reihen schon durch drei Paare 
homologer Punkte bestimmt ist, so kann man sich auf diese 
kleine Anzahl voü Punkten beschränken. Wie nun in der Auf- 
einanderfolge von drei Punkten in der Richtung ein Unterschied 
bemerkbar ist, so werden auch Reihen von grosser Punkte- 
zahl entweder in gleicher oder entgegengesetzter Richtung ver- 
laufen. Einen andern, noch wesentlicheren Unterschied begründet 
der Umstand, ob die Punkte des unendlichen Raumes beider 
Reihen homolog sind oder nicht. Ersterer Fall ist möglich, weil 
die zwei Reihen ja auch aus drei Paaren von Punkten ent- 
wickelt werden können, deren eines dem unendlichen Raum an- 
gehört. Sind aber U und U' die zwei homologen Punkte des 
unendlichen Raumes und sind A und A', B und B', C und C 
beliebige andere homologe Punkte de» endlichen Raumes, so ist 

AC AU _ AKy A^' 

BG*BÜ""B'C''B'U' 
oder weil nach Voraussetzung AU', BU', A' ü', B' U' säramt* 
lieh unendlich gross shid und ^ = 1 ist , so folgt 

AC _ A' a 
ßÜ"B'C' 
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Man sieht hieraus , dass die homologen Abschnitte confor- 
mer Reihen proportional sind, sobald ihre Punkte des unend« 
lichen Baumes homolog sind. 

Wenn ausserdem noch AC = A^C' sein sollte, so folgte 
aus obiger Proportion auch BC == B' C^ Es sind also auch 
solche Beihen von Punkten, in welchen die homologen Ab- 
schnitte einander gleich sind , conform. Dieser Fall der Con- 
formität heisst Uniformität. 

Für dieVergleichung der gegenseitigen Ijage der homologen 
Punkte gewähren diejenigen zwei Punkte Q und Q', Fig. 5, einen 
bequemen Anhaltspunkt , welche den unendlich entfernten Punk- 
ten der andern Beihe homolog sind und welche Gegenpunkte 
heissen. Es ist nämlich der Punkt Q der Beihe A, B, C dem 
unendlich entfernten Punkte Q' der Beihe A', B', C und der 
Punkt O' der letzteren Beihe dem unendlich entfernten Punkte 
D der Beihe A, B, C homolog. Weil aber nach Voraus- 
setzung 

ABQD Ä A^'Q'O' , so ist ^ : g§ - ^| : ^' 

aber weil D und Q, im unendlichen Baume liegen und daher 

AO , jA'Q' , *, . AQ B'O' ' 
BÖ = ^'^*FQ' =1, so folgt g^ = ^^, 

oder AQ . A' O' = BQ . B' O'. 

Diese Beziehungen zwischen den homologen Punkten zu 
den Gegenpunkten zeigen noch auf einfacherem Wege als die 
Doppelverhätoisse, welche die Conformität voraussetzt, dass 
mit der Bewegung eines Punktes auf einer Geraden , auch eine 
stetige Bewegung des homologen Punktes verbunden ist und 
dass also, während der eine Punkt von der unendlichen Feme 
her gegen seinen Gegenpunkt fortschreitet, der homologe 
Punkt auf der andern Geraden von seinem Gegenpunkte aus 
in's Unendliche fortrückt und dass so die zwei Aeste, in welche 
die Geraden durch die Gegenpunkte getheilt werden , sich um- 
gekehrt entsprechen. 

Wendet man diese Begeln auf den Fall an , da zwei con- 
forme Punktereihen in einer geraden Dichtung vereinigt sind, 
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so wird man sogleich bemerken , daas , wenn die homologen 
Punkte A, B, C und A^, B', C einstimmig sind , das heisst nach 
der gleichen Seite hin auf einander folgen, diese Punkte auf 
verschiedenen Seiten der Gegenpunkte Q und C liegen mfis- 
sen. Denn weil der eine Punkt vom unendlichen entfernten 
Punkt ge^en seinen Gegenpunkt sich hin bewegt, während der 
andere Punkt vom Gegenpunkt aus in's Unendliche hinaus- 
rückt , so müssen die zwei Punkte nothwendig nach entgegen-» 
gesetzten Seiten hin sich bewegen, wenn sie sich gerade auf 
den zwei Aesten befinden, welche theilweise auf einander lie- 
gen, und sie werden sich aber in dem gleichen Sinne bewe- 
gen, wenn sie sich auf den entgegengesetzt liegenden Aesten 
bewegen. Fragt man nun, ob auch an einigen Orten zwei 
homologe Punkte der zwei conformen Reihen auf einander fal- 
len , so wird man für den Fall der einstimmig conformen Rei- 
hen sogleich bemerken, dassdiess jedenfalls nur zwischen den 
Gegenpunkten Q und £l' der Fall seyn kann ; weil nur dia 
Punkte der Strecke Qjtl' die Eigenschaft haben, dass sie zu- 
gleich auf verschiedener Seite der Gegenpunkte, also etwa rechts 
von Q und links von JÖ' liegen. Hat aber nun ein Punkt A 
der ersten Reihe die Eigenschaft , dass er mit dem Punkt A' 
der zweiten Reihe zusammenfällt , so muss nach §. 19 das Pro- 
dukt AQ . AjD' einen constanten Werth p haben , während die 
Summe AQ + AD' = QO' ist. Diess liefert , wenn man f& 
AQ und AD die Zahlen a und a' und für QCl' die Zahl q 
setzt die zwei Gleichungen 

a + a' = q 

a . a' = p 

woraus a=|+v^- — p 

Es gibt also , wenn x ^ P 5 wirklich zwei reelle Werthe 

von a, also auch zwei Orte für A, weichender Bedingung entspre- 
chen, dass zwei homologe Punkte der conformen Reihen 
in denselben vereinigt sind. Diese zwei Hauptpunkte fallea 

Paulus, neuere, ebene Qeon^etrie. 3 



34 



«ber cusammen, wenn ^ -- p => 0, und dann exisürt also nur 



ein Hauptpunkt Wenn aber^<::^p, so wird a imaginär 

und es existirt gar keiii Hauptpunkt 

Sind aber die in derselben Richtung vereinigten Punkt- 
reihen entgegengesetzt conform, so liegen je zwei homologe 
Punkte auf derselben Seite der Gegenpunkte und folglich stets 
auf der Verlängerung von Q£l'. Sollen nun aber in einem 
solchen Punkt A von QC zwei homologe Punkte ver- 
einigt sein, so bleibt Alles wie oben, nur dass a — a' = q 

und man erhält a — — 2± y ][ + P 

woraus man sieht, dass hier immer zwei symmetrisch liegende 
Punkte vorhanden sind, welche der Bedingung entsprechen^ 
indem der Werth von a nicht imaginär , aber auch nicht gleich 
Null werden kann. 

Mit mehr als zwei Paaren von Punkten können die con- 
formen Reihen nicht auf einander fallen , weil durch drei Punkte 
dieselben sch6n bestimmt sind, so dass sie, sobald sie mit drei 
Paaren homologer Punkte auf einander fallen, überhaupt 
mit allen Paaren ihrer homologen Punkte sich decken 
müssen (§. 17). Aber das kann eintreten, dass die Punkt- 
reihen so auf einander liegen, dass die Gegenpunkte Q undCl* 
selbst auf einander fallen. Alsdann ist q = o und wenn 
die Reihen einstimmig conform sind , so wird a = + V — p, 
und der Werth der Hauptpunkte ist imaginär; es existiren also 
hier keine Hauptpunkte: wenn aber die Reihen entgegengesetzt 

conform sind, so wird a = + V + P ^^^ ^s existiren immer 
zwei Gegenpunkte, welche auf beiden Seiten von Q in glei- 
cher Entfernung liegen; oder hier liegt der gemeinschaftliche 
Gegenpunkt in der Mitte zwischen den Hauptpunkten. 

Man wird nun bereits bemerken , dass so oft Hauptpunkte 
existiren, die harmonische und anharmonische Theilung zum 
Vorschein kommt Denn sind A und B die zwei Hauptpunkte, 
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femer C und 0*^ D und D', E and E' homologe Punkte de« 
confomen Reihen, so folgt aus 

ABCD A ABCOy 
, AC AD_AC' AD' 

, AC AC'_A]D AD^ 
oaer g^ : ^, — ^j^ : g^^ 

die Punkte C und C, D und D' theilen also die Gerade AB 
anhannonisch proportional. Fallen aber die Gfegenpunkte Q 
und Q' auf einander und setzt man für D und D' die homo- 
logen Punkte Q und Q', wo Q' im unendlichen Raum liegt, 
so erhält man 

ABCQ A ABC Q' 
, AC AQ AC AQ' 
^"^ BCBQ BC* BQ' 
hier ist aber AQ' = BQ' = oo und AQ = BQ (20, b) . 

. , . AC AC 
folgt g^= ^ 

dL h. die Punkte C und C theilen die Strecke AB harmonisch. 

F. Involutorisehe Punktrelhen. 

§.21. Der besondere Fall zweier in einer geraden Richtung vereinigten 
conformen Panktreihen , welche gerade eine solche Lage gegen einander 
haben, dass sie mit ihren Gegenpunkten auf einander fallen, ist von 
solcher Wichtigkeit, dass er durch einen besondern Namen, nämlich 
den der Involution, ausgezeichnet wird. 

Sobald nämlich zwei conforme Runktreihen so in einer geraden 
Richtung vereinigt werden , dass sie , seien sie einstimmig oder entgegen- 
gesetzt liegend, mit ihren zwei Gegenpunkten auf einander fallen, so 
nimmt man Überhaupt die Eigenschaft an ihnen wahr, dass die zwei 
Punkte der zwei Reihen, welche in einem Ort ihrer Richtung vereinigt 
sind, wieder solchen Punkten homolog sind, die an einem Orte auf 
einander fallen. 

Durch diese Eigenschaft können zu einer gegebenen Zahl von Punk- 
ten, welche einer Reihe angehören , sogleich die homologen Punkte der 
zweiten Reihe einfach dadurch gefunden werden, dass man die accen- 
tuirten Buchstaben mit nicht accentuirten , und die nicht accentairtea 

3* 
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Buchstaben mit aocentuirten gleicIilattte&deD BuclMtabeii vertauidit 
Wegen dieses Ineinandergreifens der Punkte beider Reihen wird von 
ihnen als von einer Reihe gesprochen, welche inTolutorisch genannt "wird. 

Es folgt hieraus y dass die Involution einer Geraden durch zwei 
Paare von Punkten vollkommen bestimmt ist, und dass asu jedem drit* 
ten Punkt der einen Reihe immer nur ein einziger homologer der 
andern Reihe existirt. 

§. 22. Der Punkt, in weldiem die zwei Gegenpunkte der zwei 
^olutorischen conformen Punktreihen vereinigt sind, heisst der Gen- 
tralpunkt der Involution. 

Die Abschnitte, welche zwischen den homologen Punkten einer 
involutorischen Punktreihe und dem Centralpunkt der Involution lie- 
gen, sind umgekehrt proportioual; das Rechteck aus zwei homologen 
Abschnitten ist also eine constante Zahl ; und umgekehrt, so bald eine 
solche Lage von Punkten bei übrigens gleicher Aufeinanderfolge vor- 
handen ist, so stehen die Punkte in Involution. 

§. 23. Wenn zwei in einer Richtung involutorisch vereinigte Punkt- 
reihen in ihrer Aufeinanderfolge übereinstimmen, so schliessen je zwei 
homologe Punkte den Centralpunkt ein, und es kann die Strecke, welche 
von zwei Punkten der einen Reihe begrenzt ist, nie einen mit ihren 
Endpunkten homologen Punkt der andern Reihe einschliessen, end- 
lich haben die zwei Reihen in ihrer ganzen Ausdehnung nirgends einen 
Hauptpunkt. 

§. 24- Wenn zwei in einer Richtung involutorisch vereinigte Punkt- 
reihen in ihrer Aufeinanderfolge entgegengesetzt sind, so schliessen je 
zwei homologe Punkte den Centralpunkt ein, zwei homologen Paare von 
Punkten trennen sich gegenseitig, und es existiren zwei Hauptpunkte, 
in gleichen Entfernungen vom Centralpunkt. Die übrigen homologen 
Punkte dieser Involution theilen die Strecke zwischen den zwei Haupt- 
punkten harmonisch. Es ist die harmonische Theüung sonach ein be- 
sondere Fall der Involution, der übrigens auch schon in §. 20, e 
erwähnt wurde. 

Da die Involution zu dem in §. 20 behandelten Fall ge- 
hört, so müssen auch alle dort ausgesprochenen Gesetze auf 
sie ihre Anwendung finden. Es gibt also auch zwei verschie- 
dene Arten der Involution, je nachdem die zwei Punktreihen 
in emstimmiger oder entgegengesetzter Lage auf einander fol- 
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geiL Im ersten Fall liegen die liomologm Punkte! auf ent* 
gegengesetztcar Sdte des Gentralpnnktes (§• 21) und B<Me88en 
also denselben ein; im zwdten Fall liegen sie auf einer Seite 
desselben. Im ersten Fall können also zwei Punkte durch ihre 
homologen Punkte nicht getrennt werden, während diess im 
zweiten Fall 'geschieht; im ersteh Fall eidstirt kein Haupt* 
punkt) während im zweiten Fall deren zwei existiren, welche 
in gleicher Entfernung vom Centralpunkt abstehen. Alle diese 
Folgerungen sind bereits In §. 20 enthalten. Es ist daher nur 
noch auf das Eigenthümliche der Involution aufinerksam zu 
machen, welches darin besteht, dass zwei Punkte, welche in 
tmem Ort vereinigt sind, wieder solchen Punkten homolog 
sind, die ebenfalls auf einander fallen. Sind z. B. C und C 
2wei homologen Punkte der zwei Reihen und befindet sich 
in C* zugleich der Punkt D der ersten Eeihe, so muss auch 
der Punkt D' der zweiten Reihe auf den Punkt C der ersten 
Reihe lallen , denn es ist jedenfalls 

QD:QD' = QC':QC, 
weil aber in Voraussetzung C und D auf einander liegen, so 
ist QC' = QD, folgüch ist auch QD' = QC; es muss also 
auch D' mit G zusammenfallen. Daraus folgt, dass die In- 
volution bokhe conforme Punktreihen enthält, welche durch 
Versetzung der Accente der homologen Punkte angefunden 
werden. Denn sind A, B, C und A', B', O die homologen 
Punkte, so sind auch die Punkte der ersten Reflie, welche 
in A^, B', C liegen , den Punkten der zweiten Reihe , welche 
in A, B, C Uegen, conform, jiso ist ABC A'B'C A A'B'C 
ABG. Hieraus folgt weiter, dass zwei Paare von Punkten hinr 
reichen , um die Involution zu besümmen , da AB A'B' 7K 
A^^AB und drei Paare ABA' und A'B'A schon hinreidieni 
um alle fibrigen Punkte der Gonformität zu bestimmen. 

F. UdberbiMi ftber dM erste Bnehi 

Die Anschauung der neueren Geometrie hat auch in ihrer 
Beselttftnkung auf die gerade Linie alfanählig eine solche Man- 
nig&ltigkeit wahrnehmen lassen , dass ein Ueberblick über das 
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bisker Emmgene iddit ohne Werth sein wird, sumalf, da. «He 
gimetische Entwicklung, wdche befolgt wurde, ueht so^ekk 
Jedem auch die systematische Einheit , die in der Sache liegt, 
in's Bewusstsein rufen könnte. Die gerade Linie wird bei diescar 
Methode stets als eme Reihe von Punkten (g^ades Gebiide) 
betrachtet und diese Reihen werden mit einander in's Y erfa&U^ 
idss gesetzt, so dass die Punkte der dnen Reihe den Punkten 
der andern Reihe entsprechen. Solche entsprechende Punkte 
werden mit gleichlautenden Buchstaben bezeichnet und heim- 
sen homolog. 

Die allgemeine Beziehung nun zwischen solchen homolo-* 
gen Punktreihen ist die Conformitäi Das Mittel der Be* 
Ziehung zwischen den homologen Punktreihen ist aber ein 
doppeltes, nämlich die Gleichheit der Aufeinanderfolge 
und die Gleichheit der Doppelverhältnisse zwischen den homo* 
lögen Abschnitten. Die Conformität zweier Reihen ist durch 
drei Paare homologer Punkte bestimmt. Von bemerkenswert^ 
ther Lage sind die Gegenpunkte der conformen Reihen. 

Die conformen Punktereihen zerfallen in drei Klassen: 

a) die uniformen Punktereihen, bei welchen die hcmiolo* 
gen Abschnitte gleich sind; 

b) die proportionalen Punktereihen, bei welch» die 
homologen Abschnitte proportional und die unendlich eni- 
femten Punkte homolog sind; 

c) die conformen Punktreihen im engem Sinne , hei welchen 
die unendlich entfernten Punkte nicht homolog sind. 

Eine wdtere Entwicklung ergibt sich , wenn zwd conforme 
Punktreihen in einer geraden Richtung vereinigt werden ; diess 
kann aba: so geschehen, dass die Aufeinanderfolge der Punkte 
in gleichem oder entgegengesetztem Shme erfolgt , so dass efan 
stimmig oder entgegengesetzte contorme Beihenpaare unter* 
schieden werden mOssen. Solche Reihen fallen entweder mit 
ihren Gegenpunkten auf einander oder niekt. 
' a) Fallen zwei in einer Richtung wt euauider Tcreiiiigten 
Punktreihen mit ihren Gegcfnpunkten nicht anfeina&deri 
so sind nodi folgende Fälle au untofseheUw; 
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a) Die Reihen fallen mit zwei homologen Punktpaaren 
nirgends aufeinander, diess ist nur bei einstimmig con- 

formen Beihen dann der Fall, wenn ~- < P. 

4 

ß) Die Reihen fallen nur mit einem Paar homologer 

Punkte aufeinander, wenn nämlich 1. = p, dann ist 

4 

der Hauptpunkt in der Mitte zwischen den Gegen- 
punkten. 
y) Die Reihen fallen mit zwei Paaren homologer Punkte 
aufeinander , und haben also zwei Hauptpunkte ; diess 
ist bei den elnstinmiigen conformen Reihen der Fall, 

wenn ~ I> p und eben diess geschieht bei aUen ent- 
4 

gegengesetzt conformen Punktreihen. 

Im letjitteren Falle wird die Strecke zwis^ohen dea 
Hauptpunkten von den homol(^en Punkten der zwei 
Reihen anharmonisch - proportional getheflt 
Wenn einer von den Hauptpunkten in den unendli- 
chen Raum fällt, so entsteht eine proportionale Um- 
hüllung, 
b) Fallen zwei in einer Richtung mit einander vereinigte 
^ Punktreihen mit ihren Gegenpunkten auf einander, so 
hat man den Fall, der Involution heisst 
a) sind die involutorischen Reihen in einstimmiger Lage, 

so haben sie keinen Hauptpunkt, 
ß) sind die involutorischen Reihen in entgegengesetzter 
Lage, so haben sie zwei Hauptpunkte, und es wei^ 
den die Hauptpunkte von jedem Paar homoloil^ 
Punkte harmonisch getrenni 
Hiemit sind die Arten der conformai Punktereihfin efr 
schöpft, und es ist die Basis gewonnen, welche allen weiteren 
Betrachtungen zu Grunde Hegt. 
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Zireltes Bueh* 

Der Vielstrahl. 

A. Transversale des Dreleeks» 

g. 25. Pazaüele Transversalen zwischen parallelen Geraden bilden 
gleiche Abschnitte, und umgekehrt: 

Wenn zwei Transversalen auf zwei parallelen Geraden gleiche Ab- 
schnitte bilden, so sind sie auch unter sich paialleL 

§. 26. Wenn man mit der Seite eines Dreiecks eine Transversale 
paniBel zieht, so theilt sie die beiden anderen Seiten in proportionale 
Abschnitte, und umgekehrt: 

Wenn eine Transversale zwei Seiten eines Dreiecks in gleichar* 
itgen Punkten schneidet und in proportionale Abschnitte theilt, so ist 
0ie mit der dritten Seite parallel. 

§. 27. Eine beliebige Transversale durchschneidet die Seiten eines 
Dreiecks entweder in lauter Susseren Punkten, oder in einem Susseren 
und zwei inneren Punkten und theilt in jedem Falle dieselben so, dass 
die Abschnitte eines Theilpunktes sich verhalten wie die gleichgeord- 
neten Modulus der zwei anderen Theilpunkte. umgekehrt: Wenn man 
auf den Richtungen der drei Seiten eines Dreiecks drei Theilpunkte, 
die entweder lauter Süssere sind, oder unter welchen nur ein Süsserer 
ist, 80 nimmt, dass die Abschnitte eines der Theilpui^te sich verhal- 
ten wie die gleichgeordneten Modulus der zwei anderen Theilpunkte 
so li^en die drei Theilpunkte in einer geraden Eichtang. 

Der eigentliche Gegenstand des zweiten Buches beruht auf 
einem Satz, der gewöhnlich in den Elementen der Geometrie, 
wo er hingehört, nicht in seiner Allgemeinheit behandelt wird, 
und der gleichwohl von der grossten Bedeutung ist Diess 
ist der Satz Aber die Transversale des Dreiecks. Der-» 
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selbe musste daher hier vorausgeschickt werden, ehe man zur 
wirklichen Aufgabe dieses Buches fortschreiten konnte. Die 
Transversale des Dreiecks kann aber entweder alle Seiten des 
Dreiecks durchschneiden, .oder sie wird mit einer Seite des- 
selben parallel laufen. Der letzte besondere Fall, §. 26, wird 
fiberall in den Elementen der Geometrie behandelt, und soll 
daher hier nicht näher besprochen werden« Es mag nur be-> 
merkt werden, dass er selbst noch einen besonderen Fall ein- 
schliesst, der dann eintritt, wenn eine Ecke des Dreiecks in 
unendlicher Entfernung liegt, wodurch statt eines Dreiecks und 
seiner parallelen Transversalen zwei parallelen Geraden zwi- 
schen zwei parallelen Transversalen , §. 25 , sich ergeben. Es 
ist bekannt, wie der letzte extreme Fall durch die Congruenz 
der Dreiecke, der besondere Fall 26 durch Anwendung des 
Falles 25 bewiesen wird, und es mag hier nur noch gezeigt 
werden, wie §. 25 auf 26 zurttckgefuhrt wird. 

Ein Blick auf Figur 6 zeigt , dass ein Dreieck überhaupt 
zweierlei Transversalen zulässt, solche nämlich, welche wie EF 
in Fig. 6, a die Fläche des Dreiecks und also zwei Seiten in 
zwei inneren Tunkten E und F, und die dritte Seite in einem 
äusseren Punkte D, oder auch solche, welche die Dreiecks- 
fläche nicht und daher auch alle Seiten des Dreiecks in äusse- 
ren Punkten E , F und D , Fig. 6, b durchschneiden. Trotz 
^eser Verschiedenheit ist £e Transversale nur dnem gleichen 
Gesetze unterworfen. Zieht man nämlich in Fig. 6, a oder in 
Fig. 6, b durch emen Endpunkt C des Dreiecks ABC mit der 
Transversalen EF eine Parallele CG, so folgt aus g. 26 
AE:EC=AD:DG und BF:FC = BD:DG* 

Werden diese zwei Proportionen durch einander dividirt, 

so hebt sich das Glied DG auf und man erhält: 

AE BF -T^ ^.^ 
^:^ = AD:BD. 

AE 
Es ist aber =^ der Modulus des Theilpunktes E, wel- 

chetf die Transversale anf der Seite AO hervorbringt, und 
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BF 

ebenso ist =^ der Modulos des Theilpunktes F, welelieii die 

Transversale auf der Seite BC bildet Dabei ist zu bemerken, 

AE 
dass die Vordergüeder =^ und AD der zwei Verhältnisse mii 

ihren zuerst genannten Abschnitten AE und AD an demselb^i 

BF 

Punkt A liegen, so wie auch die IBnterglieder — ^ und BD 

mit ihren zuerst genannten Abschnitten BF und BD demsel- 
ben Punkt B angehören, man sieht daraus, dass die Abschnitte 
eines Theilpunkts sich verhalten wie die gleichgeordneten Mo- 
dulus der zwei anderen Theilpunkte. -* Hätte man die Hilfs- 
linie zwar der Transversalen parallel, aber durch ein anderes 
Eck des Dreiecks gezogen, so hätten sich folgende Proportio- 
nen ergeben. 

AE:CE = de:EundBF:FC = ß^CE 



BDBF ADAE 

Proportionen , die alle nach der gleichen Begel gebildet sind. 
Dieser allgemeine Satz hat auch seine Umkehrung. Setsst 
man nämlich voraus, dass von den Punkten E, F und D die 
zwei ersten E und F innere Punkte sind, während der letztere 
D ein äusserer ist, und dass sie so liegen, dikss 

.^ ^^ AE BF 

^^^^=EC^FC 
so miissen die Punkte E, F und D entweder in geraderBich^^^ 
tung seyn, oder es muss die Bichtung der geraden EF die 
Richtung der Seite AB in einem Punkt D' scheiden, der von 
dem Punkt D dieser Achtung verschieden ist Im letzteren 
Falle lehrt aber der vorausgehende direkte Satz, dass 

folglich ist jedenfalls 

AD:BD = AD':BD'. 
Weil aber die Punkte E und F innere Punkte sind, so 
muss nothwendig D' ein äusserer seyn, und niso eine mit D 
gleichartige lAge haben* In diesem Fall können aber die 
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«wei Punkte, deren Modulus Mch der leisten Proportion ein- 
ander gleich sind, keine von einander venchiedene Lag^ ha«« 
ben (§. 3), sie decken sich und der Punkt D, welcher die oben 
Torausgesetzte Lage hat, liegt also mit den Punkten E und F 
in einer gei'aden Richtung. 

B. ConforadtSt der TlelatraMen. 

§. 28. Gerade Linien, welche in einer Ebene liegen und durch einen 
Punkt gehen, bilden eine Gestalt, welche man Vielstrahl (Strahlen- 
baschel) heisst. "Will man die Zahl der Geraden angeben, welche den 
Vielstrahl bilden, so sagt man Dreistrahl, Vierstrahl etc. Die Geraden 
welche den Vielstrahl bilden, heissen Strahlen, der Punkt, von 
welchem sie aasgehen, Scheitel (Gentrum). 

Wenn der Scheitel eines Vielstrahls im unendlichen ^um liegt, 
so erscheinen seine Strahlen des endlosen Raumes als Parallellinien. 
Parallellinien bilden daher einen extremen Fall des Vielstrahls, der Pa* 
rallelvielstrahl heissen soll. 

§. 29. Eine Gerade, die nicht durch den Scheitel des Vielstrahls 
geht, heisst Transversale, die Punkte, in welchen sie von den Strah- 
len des Vielstrahls geschnitten wird, heissen Th eilpunkte. Sind zwei 
oder mehrere Transversalen durch einen Vielstrahl gezogen, so heissen 
die Theilpunkte, welche auf demselben Strahl liegen, unter sich und 
diesem Strahl homolog. 

Die Theilpunkte zweier Transversalen eines Vielstrahls bilden zwei 
confoime Reihen , und zwar sind Je zwei auf einem Strahle liegenden 
Theilponkte homologe Punkte ihrer Conformitftt, anch sind in ihrem Co^ 
vergenzpnnkt zwei homologe Punkte vereinigt. 

Dieses allgemeine Gesetz schliesst noch folgende besondere FXlle ein: 

a) Parallele Transversalen werden durch jeden Vielstiahl propor- 
tional getheilt; 

b) Ein Paralldvielsttahl theilt alle convergenten Transversalen pro* 
i>ortioiial und alle parallelen Transversalen uniform* 

|. 30. Das Gesetz, welchem die Transversalen eines Vielstrahls un- 
terworfen sind, bietet ein Mittel dar, die Viektrahlen selbst Biit einaii«- 
der zu vergleichen. Die Vielstrahlen heissen nSmlicii selbst oonfora^ 
jobidd die Thef Ipuiikte ihret Transversale beUehüch eosfbnne Punkt- 
•fciken siad; andi heissen die Striihlen det zwei Vielitiahlen homolog, 
^wäkke dnrch die homelqgen Punkte ihrer Tran« veiMdea gehea. 
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a) Die GonformitSt asweier VieUtrahlen ist dnrch drei t^atre Ihre» 
homologen Strahlen vollkommen bestimmt. Wenn also von zwei Viel* 
•tialilen drei Paare von Strahlen gegeben sind, so kann zu jedem vier« 
ten Strahl des einen Vielstrahls nur ein einziger homologer Strahl im 
anderen Vielstrahl gezogen werden. Aach sind zwei Vielstrahlen con- 
form, sobald sie mit einem und demselben dritten Strahl conform sind. 

b) Gleiche Vielstrahlen » d. h» solche^ in welchen die homologen 
Strahlen gleiche Winkel mit einander madien , sind jedenfalls conform. 
Conform sind daher auch Viebtrahlen> deren homologe Strahlen ein- 
ander parallel laufen oder senkrecht auf einander stehen. 

c) Aber auch Vielstrahlen, die nicht einander gleich sind, können 
conform sein. tJm die Conformität zweier solcher Vielstrahlen zu be- 
urtheQen, sind besonders diejenigen Transversalen tauglich, welche mit 
zwei homologen Strahlen parallel gezogen werden. Transversalen, wel- 
che mit zwei homologen Strahlen zweier conformen Vielstrahlen pa- 
rallel gezogen werden , erleiden durch die übrigen homologen Strahlen 
eine proportionale Theilung, und umgekehrt : Wenn zwei Vielstrahlen 
die Eigenschaft habeD, dass ihre Transversalen, welche mit zwei homolo- 
gen Strahlen parallel gezogen werden, proportional gethcilt werden, so 
sind sie conform. 

§. 31. Wenn zwei conforme Vielstrahlen einen gemeinschaftlichen 
Scheitel haben, so heissen sie concentrisch ; auch heissen sie einstimmig 
oder entgegengesetzt conform, je nachdem die Aufeinanderfolge ihrer 
homologen Strahlen in gleichem oder entgegengesetzten Sinne stattfindet« 

a) Wenn zwei conforme Vielstrahlen mit mehr als zwei homologen 
strahlen auf einander fallen» so fallen sie mit allen homologen Strahlen 
auf einander. Sie können also, wenn diess nicht geschehen soll, hOch'- 
atens mit zwei homologen Strahlen auf einander fallen. Es kommen 
tlbcigens hier wie bei den conformen Punktreihen gleicher Richtung fol- 
gende Fälle vor: Einstinmiig conforme Vielstrahlen kOnnen entweder 
mit zwei, oder mit einem-, oder mit zwei homologen Strahlen auf ein- 
ander fallen; entg^engesetzt conforme Vielstrahlen fallen immer mit 
zwei Paaren homologer Strahlen auf einander. Auch heisst man hier 
diejenigen Strahlenrichtnngen, in welchen zwei homologe Strahlen ver^ 
einigt sind) Hauptsürahlen» 

b) Es heissen zwei cöncentrische Vielstrahlen involntorisch, sobald 
de die Eigenschaft haben, dass zwei in einer Richtung vereinigte Strahl 
len wieder mit icwei Strahlen homolog sind, die auf einander follen. 
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Und sobuld diesa mit iig^d svei Paaren komologer Stabkn der FtU 
ist, so findet es auch bei allen übxigen Paaren ihrer homologen SlialH 
}en Statt 

c) Der involutorische Yielstrahl einstinuniger Aufeinanderfolge hat 
keinen Haoptstrahl ; der involutorische Vielstrahl entgegengesetzter Auf- 
einanderfolge hat stets zwei Hauptstrahlen. Die zwei Hauptstrahlen bil» 
den mit jedem weitem Paar homologer Vielstrahlen einen harmonischen 
Vierstrahl. Zwei harmonische Vierstrahlen sind stets auch conform. 

d) Jeder involutorische Vielstrahl theilt jede Transversale involuto- 
risch, und jeder Vielstrahl| der eine Transversale involutorisch theilt, ist 
involutorisch. Jeder harmonische Vierstrahl theilt jede Transversale 
harmonisch, und umgekehrt. 

e) Wenn eine Transversale mit einem Strahl eines harmonischen Vier* 
Strahls parallel geht, so wird sie durch die drei tibrigen Strahlen in 
gleiche Theile getheilt, und so oft sie eine solche Theilung erleidet» 
ist sie parallel auf dem vierten StrahL 

f) Ein Vielstrahl, welcher mit den zwei Seiten und zwei Diagonalen 
eines Parallelogramms parallel geht, ist stets harmonisch. 

Der Vielstrahl, eine Versammlung gerader Linien, die 
alle durch einen bekannten Punkt der Ebene gehen, ist das 
einfachste Mittel, um alle Punkte der Ebene auf einen einzi- 
gen Punkt, den Scheitel des Vielstrahls zu beziehen, und da- 
durch seine Lage zu bestimmen. Es ist daher auch das Mit- 
tel, welches die analytische Geometrie] zu Grunde legt. In 
der« Polarcoordination wird die Lage eines Punktes dadurch 
bestimmt, dass man die Lage des Strahls, auf dem der Punkt 
liegt, durch den Winkel bestimmt, welcher zwischen ihm und 
einem andern bekannten Strahl liegt, und seine Lage auf dem 
Strahl dadurch, dass man die Länge des Stücks, das zwischen 
ihm und dem Scheitel des Vielstrahls liegt, angibt Auch 
die neuere Geometrie legt den Vielstrahl ihrer Methode zu 
Grunde, sie kümmert sich aber nicht um den W^inkel, welchen 
die Strahlen mit einem Hauptstrahl machen, sondern sie sucht 
die gegenseitige Lage der Strahlen durch die Schnittpunkte 
zu bestimmen, welche dieselben mit einer Transversalen ma- 
chen. Dadurch gewinnt sie den grossen Vortheil, dass sie die 
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WIhIhI vermeidet, die mir durch die incommensurableii trigo^ 
nometrischen Ilaasse bestimmt werden kSmien. Nun lässt zwar 
derselbe Vielstrahl unendlich viele Transversalen zu, es zeigt 
sich aber, dass zwischen denselben eine merkwürdige Ueberein- 
stimmung in Betreff der Schnittpunkte herrscht, welche der 
VielstraU auf ihnen hervorbringt. Bezeichnet man die auf 
demselben Strahl liegenden Schnittpunkte mit einerlei Buch- 
staben, und heisst sie homolog, so wird man zuerst das be- 
merken, dass die homologen Theilpunkte zweier Transversa- 
len unter sich und in Verbindung mit ihrem Convergenzpunkt 
stets in gleicher Aufeinanderfolge stehen, sobald man auch 
hier die Erweiterung des Begriffes der Aufeinanderfolge in 
Anwendung bringt, den man schon in §• 5 au£zustellen ver* 
anlasst war. Ein Blick auf die Figur 7 wird die Richtigkeit 
dieser Behauptung sogleich klar machen. In der That dreht 
man die Transversale A'B'C um den Convergenzpunkt Q da- 
durch, dass man den Winkel zwischen d^ Transversalen im- 
mer mehr wachsen lässt, so wird QA' zuerst parallel mit dem 
Strahl OC werden, später wird sie ihn |1 auf der Rückseite 
schneiden, und der Punkt C, der mit A' und B' auf der glei- 
chen Seite von Q lag, tritt jetzt auf die entgegengesetzte Seite, 
bei fortgesetzter Drehung der Transversalen QA' in gleichem 
Sinne, wird auch der Punkt B' und endlich auch der Punkt A' 
auf der entgegengesetzte Seite von Q treten. Die Verände- 
rungen, die in der Lage der Theilpunkte der Transversalen 
sich ergeben, bringen keine andere Veränderung hervor, als 
eine solche, welche durch die Versetzung der äussersten Punkte 
bezweckt wird, und weil die äussersten Punkte als aufeinan- 
der folgend betrachtet werden (§. 5), so wird dadurch di^ Auf- 
einanderfolge der Theilpunkte nicht gestört. Es finden aber 
noch weitere Uebereinstimmungen zwischen den Theilpunkten 
der Transversalen Statt. Jeder Strahl bildet nämlich mit den 
zwei Transversalen ein Dreieck, das von den andern Strahlen 
als von Transversalen geschnitten wird, und dadurch wird der 
Satz §. 27 auf sie anwendbar. 
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Das Dreieck QAA' durch OBB' gescjinitten , liefert die 
Proportion 

Dasselbe Dreieck OAA' durch OCC gesdmitten, liefert 
die Proportion 

Es folgt hieraus 

QB' ' QC Qß •■ QC 

Die zwei Transversalen sind also in den homologen Punk- 
ten QABC und QA'B'C conform getheilt (§. 17). Und zidit 
man nun noch beliebige andere Strahlen des Yielstrahls, so 
sind nach dem Vorausgehenden doch alle dem gleichen Gesetz 
unterworfen, da ja drei Paare homologer Schnittpunkte mit 
dem Convergenzpunkt der Transversalen eine conforme Thei- 
lung begründen; man schliesst also, auf §. 18 gestützt, dass 
die Transversalen jedes Vielstrahls in ihren homologen Schnitt- 
punkten conform getheilt sind, und dass auch der Convergenz- 
punkt der Transversalen ein homologer Punkt der conformen 
Theilung ist. 

Sind die zwei Transversalen einander parallel, so liegt der 
Convergenzpunkt im unendlichen Raum, und weil er ein ho- 
mologer Punkt der conformen Theilung ist, so geht für die- 
sen Fall die conforme Theilung in die proportionale über (§. 19). 

Hat man aber einen Parallelvielstrahl, so sind alle Gera- 
den, welche mit den Strahlen parallel laufen, Strahlen des 
Parallelvielstrahls, es ist also auch die Gerade des unendlichen 
Raumes , welche den Strahlen des Parallelstrahls parallel geht, 
ein Strahl dieses Vielstrahls , und weil sie die Transversalen 
auch nur in Punkten des unendlichen Raumes schneiden 
kann, so sind also auch die unendlich entfernten Punkte belie- 
biger Transversalen homolog, und die conforme Theilung ist 
in diesem besonderen Falle eine proportionale (§. 19). Ein 
Parallelvielstrahl theilt also alle Transversalen, auch die con- 
vergenten, proportional. 



^ I 
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Zieht man ab^ mdlich auch in don Pandlelvielstralil par 
rallele Transversalen, so sind sie nicht nur proportional ge- 
theilt, sondern sie sind, wie man sich durch §. 26 sogleich 
fiberzeugt, uniform getheilt 

'Diese merkwürdige Eigenschaft des Yielstrahls, alle seine 
Transversalen conform zu theilen, ^bt ein Mittel an die Hand, 
die Yielstrahlen selbst mit^ einander zu vergleichen. Hat ein 
Vielstrahl die Eigenschaft, dass er eine Transversale so theilt, 
dass sie der Transversalen eines anderen Yielstrahls conform 
ist, so werden überhaupt alle Transversalen des ersten Viel-« 
Strahls den Transversalen des zweiten Yielstrahls conform ge- 
theilt, da zwei Linien unter sich conform getheilt sind, sobald sie 
einer und derselben dritten Linie conform getheilt sind (§. 17). 
Man heisst daher die Yielstrahlen selbst conform, sobald sie die 
Eigenschaft haben, dass sie ihre Transversalen beziehungs- 
weise conform theilen; und diejenigen ihrer Strahlen, welche 
die homologen Punkte der conformen Theilung hervorbringen, 
heissen ebenfalls homolog. Die Conformität der Yielstrahlen 
ist für die Methode der neueren Geometrie von der grössten 
Wichtigkeit , indem dieselbe ihr gewährt die Lage einer Ge- 
raden durch die Lage einer andern bekannten Graden, und 
somit ohne Hilfe von Zahlausdrncken zu bestimmen. Wie 
aber die Conformität zweier Graden schon durch drei Paare 
ihrer homologen Punkte bestimmt ist, so muss offenbar auch 
die Conformität zweier Yielstrahlen durch drei Paare homolo- 
ger Strahlen vollkommen bestimmt seyn. Sind Figur 8 drei 
Strahlen A, B, C eines Yielstrahls und drei Strahlen % SB, 6 
eines zweiten Yielstrals O gegeben, und man zieht in dem ersten 
Yielstrahl noch einen vierten Strahl D^ so existirt in dem 
zweiten Yielstrahl ebenfalls nur ein einziger homologer 
Strahl 2), wenn der zweite Yielstrahl dem ersten conform 
seyn soll , weil der Theilpunkt 3) , den er auf seiner Trans- 
versalen hervorbringt , durch den Theilpunkt D der Transver- 
sale des ersten Yielstrahls, vollkommen bestimmt ist (4. 17) und 
weil durch den Theilpunkt 2) nur ein einziger Strahl des Yiel- 
strahls SO gehen kann. Auf diese Weise wird durch jeden 
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Strahl des ersten Vielstrahls , der als bekannt betrachtet wird, 
ein Strahl im zweiten Yielstrahl bestimmt. 

Zur Beurtheilung der Conformität zweier Vielstrahlen, so 
wie zur Construction conformer Vielstrahlen, sind unter den 
unzähligen Transversalen, die in jedem Vielstrahl gezogen 
werden können, diejenigen von besonderem Werthe, welche 
mit zwei homologen Strahlen parallel gezogen werden. Ist 
z. B. der Vielstrahl D, aS362)® dem Vielstrahl O, ABCDE 
conform, Fig. 8, und man zieht die Transversale £)@ 1| D@^ die 
Transversale OE || QC, so Hegen die TheUpunkte Sl'S'S'S)'®' 
den Theilpunkten A'B'C'D'E' homolog. Wegen des vorausgesetz- 
ten Parallelismus liegen aber E' und @^ im unendlichen Raum, 
und weil diess homologe Punkte der conformen Theilung 
sind, so verwandelt sich die conforme Theilung hier in die 
proportionale (§. 18). Transversalen, welche mit den homolo- 
gen Strahlen zweier Vielstrahlen parallel gezogen sind, erlei- 
den daher eine proportionale Theilung. Dieser besondere Fall 
bietet em leichtes Mittel dar, um in einem zweiten Vielstrahl 
der einem gegebenen ersten conform seyn soll, beliebig viele 
homologe Strahlen zu ziehen. 

Wenn zwei conforme Vielstrahlen so auf einander gelegt 
werden, dass sich ihre Scheitel decken, so hat man den 
besondem Fall der concentrischen Vielstrahlen. Zieht man 
in solchen concentrischen Vielstrahlen eine Transversale , so 
wird sie von den conformen Vielstrahlen auch in conformen 
Punktreihen durchschnitten werden. Haben diese zwei in der- 
selben Geraden vereinigten conformen Punktreihen eine ein- 
stimmige oder entgegengesetzte Aufeinanderfolge , so haben das 
Gleiche auch die zwei concentrischen Vielstrahlen; haben jene 
Hauptpunkte, so gehen durch dieselben offenbar auch Haupt- 
strahlen ; kurz , es kehrt für die conformen concentrischen Viel- 
strahlen Alles wieder, was bei den conformen Punktreihen , die 
in einer Geraden vereinigt sind', beobachtet wurde. 

Auch der besondere Fall der Involution wiederholt sich, 
sobald die Transversale durch die Vielstrahlen involutorisch 
getheilt wird, und im Fall die Aufeinanderfolge der Strahlen 

Paula ■, neuer?} ebene Geometrie. 4 
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ent^egcn^esetztser Ordnmi^ geacMe&t^ so ergibt mch. auch 
(far beaoadere Fall des harmoiimcbesi Tierstrahls^. 
Ha wird hmreiciieii^ nur noch danmf aoftnerfcsaiii zxl ma- 
tüoBij daas der harmoiiiaciie VierstraUfFig: 9) jetle PSira]lele AC 
£e mit eih^a Strahl OD parallel geaogen wircL in zwei gleiche 
Abschnitte theilt D^nn weil der Tierstrahl nach Voraus- 
aetnmg harmoiiisch ist^ 90 mmd sack (fie Ptmkte X E^ C. D^ 
m welchen er die TransTersale arhnriirfcty harmoiiiäch. Ek is^ 
aber der Panfct D^ weil OD |I AC fat^ m imendlicher Entter- 
snng^ folglich der Ptmkt E ia der IBtte toä AC (§• 7). Um- 
gekehrt ist E ia der Mitte tou AC j so snd die Punkte 
A7 E, C* D harmooKch^ und ein Tielstrahl^ der durch diese 
JPrakte geht 7 int harmoni^h» Xan sieht hieraoa, dass ein 
Tierstrahl harmonisch seyn mnas^ wem seine Strahlen mit den 
SsatesL xmd Diagonalen dnes Purallelognuiinis parallel gehen. 



f. 31. Die läge zwoercDiifiiaiiaLPiiaktRiheii^ bei wdcher alle Terfaia- 
^anpüidjeii der hamolaqpi Punkte ia cincni. Punkte caavei^iiimf h&sai 
fCE^^ektLYisdL Der gemeing^liaftTIrhe Can'vagmapimkt dieser Yerfaiii- 
cEttngsIiiiieii liaaat Ptojektioiuceiitniiii, die Terbindunisrfiiiien heusea Pro- 
jfffctiomwtrahleiL. 

Zwei eonfbime Piinktmlieii befinden, wdt in peisp^ctETEacher Lage : 
j^ Weao, in ihreni SdufCxpanltt zwei homologe Punkte znf eüian- 

Sebniith- 




Vli 

^ Wena in der YainidoDi^finie Art M t citgl y die wir Scheäsl- 
wiHMfi^ zwei Iflaolsge StodUen asf ffnaader Mlen. 
b) Wenn die Scbjuttpoiiile dreier Paase ikier homologen StEahlen 
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tbeilt sind, mit ihr perspektivisch liegen und in einem Punkte con- 
vergiren, so sind sie anch nnter sich confonn^ sie befinden sich in per- 
spektivischer Lage, und ihre Projektionscentra liegen In einer geraden Linie. 
§. 35. Wenn zwei Vielstrahlen, welche mit einem dritten Viel- 
strahl conform sind nnd gegen ihn perspektivisch liegen, nnd mit 
ihren Scheiteln in einer geraden Linie liegen, so sind sie anch unter 
sich conform, befinden sich in perspektivischer Lage, und ihre drei 
Projektionsazen convergiren In einem einzigen Punkte. 

Um die Lage zu bezeichnen, in welcher die Punktreiben 
zweier Transversalen eines Vieistrahls sich befinden, kann die 
Anschauung der Projektion benützt werden. Von dem Strahl 
eines Vielstrahls, der durch einen Punkt geht, wird gesagt, er 
projizire denselben, und wenn der projizirende Strahl eine 
Linie oder eine Ebene durchschneidet, so heisst dieser Schnitt- 
punkt die Projektion jenes Punktes. Wenn nun eine Reihe 
von Punkten auf eine andere Gerade von irgend einem Punkte 
aus projizirt wird, so ist ihre Projektion eine zweite Reihe 
von Punkten , die der ersten conform ist (§. 29) \ und die Lage 
dieser zwei Punktreihen wird dieser Anschauung gemäss 
perspektivisch genannt. Von zwei conformen Punkt- 
reihen wird also gesagt, sie liegen perspektivisch zu einan- 
der, sobald die Verbindungslinien ihrer homologen Punkte , in 
einem einzigen Punkte convergiren , und zwar heissen jene 
Verbindungslinien Projektionsstrahlen, und ihr gemeinschaft- 
licher Convergenzpunkt Projektionscentrum. Aber auch wenn 
die Verbindungslinien nicht in einem Punkte convergiren 
sollten, so können sie dennoch der. Analogie halber Projek- 
üonsstrahlen genannt werden. Auch von Vielstrahlen, welche 
durch die Punkte einer und derselben Geraden gehen, sagt 
man, dass sie perspektivisch liegen, weil sie beide dieselben 
Punkte einer Geraden projiziren , und die Gerade, auf welcher 
ihre homologen Strahlen convergiren, heisst Projektionsaxe. 

Wenn nun die Conformität das Gesetz ist, welches allen 
durch Projektion aus einander hervorgegangenen Punktreihen 
und Vielstrahlen zu Grunde liegt, so fragt es sich nun, an 
welchen Merkmalen kann man erkennen, ob sie auch in der 

4* 
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unmittelbaren Lage sieh befinden, welche mit dem Namen des 
Perspektivischen bezeichnet wird. Und hier wird die Eigen- 
schaft der Transversalen im Yielstrahl (§. 29), dass in dem 
Convergenzpunkt zweier Transversalen zwei homologen Punkte 
der conformen Theilung vereinigt sind, ein leichtes Mittel an 
die Hand geben. Denn man kann auch den Umkehmngs- 
schluss machen. Sind nämlich zwei in einem Punkt Q con- 
vergirende Gerade in ihren homologen Punkten conform ge- 
theilt, so bestimmen schon die Verbindungslinien AA^ und 
BB' zweier Paare homologer Punkte (Fig. 8) , das Centrum* O ; 
und sind nun auch in Q zwei homologe Punkte vereinigt, so wird 
ein viertes Paar homologer Punkte ebenfalls nur auf einem 
Strahl des Centrums liegen können, weil durch drei Strah- 
len ein Yielstrahl vollkommen bestimmt ist (§. 30). In der That 
setzt man voraus, dass die Punkte A', B', C Q der einen 
Geraden den Punkten A, B, C und Q der andern Geraden 
conform sind, und zieht man von dem Convergenzpunkt 
der Geraden AA' und BB' nach C den Strahl OC, so wird er 
entweder durch C gehen oder die zweite Gerade in einem dif- 
ferenten Punkt C" schneiden. Wäre das Letztere der Fall, so 
lägen sowohl die Punkte A', B', C und Q als auch die Punkte 
A', B', C und Q den Punkten A, B, C, Q conform (§. 29). Es 
müssten also auch die Punkte A', B', C Q und A', B' C"Q 
conform sein, was unstatthaft ist (§. 20, a). 

Ein zweites Mittel zur Beurtheilung der perspektivischen 
Lage conformer Reihen ist die perspektivische Lage dreier 
Paare homologer Punkte. Sind nämlich zwei conforme 
Punktreihen in einer solchen Lage, dass die Verbindungs- 
linien von drei Paaren homologer Punkte, etwa AA', BB' und 
CC in einem Punkte O convergiren, so haben die Punkte A', 
B'? C? Q ^^^ ^^^ Punkten A, B, C und Q eine conforme 
Lage, imd] es decken sich in Q zwei homologe Punkte der 
conformen Theilung (§.29); folglich liegen die Geraden nach 
dem unmittelbar Vorausgehenden perspektivisch. 

Ganz denselben Gesetzen sind auch die conformen Viel- 
strahlen unterworfen. Ist der Vielstrahl P, AP' BC(Fig. 11) dem 
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Vielstrahl P', A'PB'C conform, und liegen dieselben so, 
dass zwei homologe Strahlen in der Verbindungslinie PP' 
ihrer Scheitel auf einander fallen, und verbindet man die 
Schnittpunkte a und (f zwder homologen Strahlen durch eine 
Gerade, so ist sie eine Transversale, welche den Scheitel- 
strahl PP' in einem Punkt n schneidet, und es ist die Con- 
formität der zwei Vielstrahlen durch die drei Paare der in 
Rede stehenden Strahlen vollkommen bestimmt. Ein weiteres 
Paar homologer Strahlen PC und P'C wird die gemeinschafl>- 
liche Transversale auch nur in einem und demselben Punkte y 
schneiden, denn wenn sie dieselben auch in zwei differenten 
Punkten y und y' schneiden würden , so würde man wieder 
auf zwei conforme Punktreihen geführt anßy itad auß*/^ 
welche mit drei Paaren von homologen Punkten auf ein- 
ander fallen, ohne ganz zu coincidiren, was mit §. 20 sich nicht 
verträgt. Die zwei Vielstrahlen haben also eine solche Lage, 
dass die Schnittpunkte aller homologen Strahlen auf einer 
und derselben Gerade aß liegen. 

Auch wenn drei Paare homologer Strahlen perspek- 
tivisch liegen, so sind die Vielstrahlen überhaupt in perspek- 
tivischer Lage. Denn setzt man voraus, dass die Schnitt- 
punkte a, /?, y von drei Paaren homologer Strahlen in gera- 
der Linie liegen, und zieht man noch die Verbindungslinie 
PP' ihrer Scheitel, so sind nach §. 30 die Vierstrahlen Vaßyjt und 
Vaßyrt conform, und es fallen in der Verbindungslinie PP' 
jetzt zwei homologe Strahlen aufeinander, folglich befinden 
sich die Vielstrahlen überhaupt in perspektivischer Lage, nach 
dem unmittelbar vorausgehenden Satze. 

Wenn zwei Punktreihen X'X' und X" 3£" mit einer dritten 
XX conform sind (Fig. 12), so sind sie auch unter einander conform 
(§. 17) ; sind aber die zwei erstgenannten Geraden mit der drit- 
ten in perspektivischer Lage, so folgt daraus noch nicht, dass 
sie auch unter Sich perspektivisch liegen; damit diess folge, 
ist noch eine weitere Bestimmung nothwendig, nämlich die, 
dass sie alle drei in einem Punkt convergiren. Ist aber diess 
der Fall, so treffen in diesem gemeinschaftlichen Convergenz- 
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punkt zwei Punkte der Geraden X'X' und X"I'' zusanunen, 
welche einem und demselben Punkt der Geraden XX homo- 
log sind, weil .vorausgesetzt ist, dass die zwei ersten Geraden 
mit der dritten perspektivisch liegen; es sind also jene zwei 
Punkte auch unter sich homolog, weim also von drei in einem 
Punkt convergirenden conformen Punktreihen zwei mit der 
dritten perspektivisch liegen, so liegen sie auch gegen einan- 
der perspektivisch (§.32, a). Zieht man also nun die Projektions- 
strahlen , so werden sie in drei Scheiteln P, P' und P'' con- 
vergiren, eben damit werden sie aber in denselben drei Viel- 
strahlen bilden, die nicht nur conform sind (§. 30), sondern auch 
paarweise perspektivisch liegen (§. 33) , also drei Vielstrahlen, 
welche die Eigenschaft haben, dass in drei Verbindungslinien 
je zweier Scheitel zwei homologe Strahlen aufeinander fallen 
(§. 33). Weil der Vielstrahl P' mit dem Vielstrahl P perspek- 
tivisch liegt, so fallen in der Richtung PP' die homologen 
Strahlen P'tt und »Ptv zusammen , und weil der Vielstrahl P" 
auch mit dem Vielstrahl P perspektivisch liegt,. so fallen in 
der Richtung PP" die zwei homologen Strahlen P^itt' und P;r 
zusammen ; folglich fallen auch die Strahlen F'n und P" tt mit 
.dem homologen Strahl Ptt zusammen, und die drei Scheitel 
P, P' und P'' liegen somit in einer Geraden. 

Wenn umgekehrt zwei Vielstrahlen P' und P" einem 
dritten Vielstrahl P conform sind, so sind sie auch unter sich 
conform (§. 30), aber wenn zwei Vielstrahlen mit einem dritten 
perspektivisch liegen, so folgt daraus noch nicht, dass sie 
auch unter sich perspektivisch liegen, dazu ist noch die wei- 
tere Bedingung nöthig, dass die drei Scheitel der Vielstrahlen 
in einer geraden Richtung liegen. Sind aber wirklich zwei 
Vielstrahlen P' und P" dem Vielstrahl P nicht nur conform, 
sondern befinden sie sich mit demselben auch in perspektivi- 
scher Lage, und liegen ihre Scheitel in einer Richtung, so 
werden die Strahlen P'tt" und P"^, welche dem Strahl Fn 
homolog sind, auch unter sich homolog sein, und weil sie 
mit der Richtung PT" der Scheitelverbindung zusammen fal- 
len ,so sind die Vielstrahlen P' und P" auch unter sich in 
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perspektivischer Lage (§. 33). Ihre Axen XX und X" X" bilden 
nun aber Transversalen des Vielstrahls P', und es decken 
sich jalso im Convergenzpunkt Q dieser Geraden zwei homö-^ 
löge Punkte der conformen Theilung (§« 29). Es ist aber auch 
XX neben X"I" eine Transversale des Vielstrahls P'^, 
es decken sich also auch im Convergenzpunkt dieser ^wei 
Oeraden zwei homologe Punkte ihrer conformen Theilung: 
Ebenso decken sich auch im Convergenzpunkt der Axen X'3£' 
und X"X" zwei homologe Punkte der conformen Theilung. 
Es sind also auch die drei ConvergenzpuHkte nothwendig ho- 
molog, und da je zwei mit dem dritten zusammen fallen, so 
müssen sie alle in einem einzigen Punkte aufeinander fallen, 
oder die drei Axen der drei paarweisen perspektivischen Viel- 
strahlen convergiren in einem einzigen Punkt 

D. ProJektlviscli6 Lage conformer Punktreihen» 

§. 36. Wenn zwei conforme Punktreihea nicht perspektivisch liegen, 
also in ihrem Convergenzpunkt keine homologen Punkte vereinigt sindt 
80 convergiren keine drei Projektionsstrahlen in einem Punkt, vielmehr 
convergiren alle Projektionsstrahlen in differenten Punkten, demunge« 
achtet kann, wenn man noch eine dritte Punktreihe als Mittelglied 
dazwischen bringt, die eine auf die andere projektlvisch bezogen weis 
den, so dass jede mit dem Mittelglied perspektivisch liegt. Aus diesem 
Grunde heissen zwei conforme Punktreihen, welche nicht perspek- 
tivisch gegen einander liegen, projektlvisch. 

§. 37. Die projektlvische Beziehung zweier conformen Punktreihea 
kann zwar durch ein drittes Mittelglied jederzeit vollzogen werden, et 
kann aber auch diese Beziehung wieder für sich selbststSndig aufgefosfil 
werden. 

Es bilden nämlich die geraden Richtungen zweier conformen Punkt- 
reihen mit je vier Projektionsstrahlen stets ein Sechsseit, dessen Dia** 
gonalen der gegenüberstehenden *) Ecken in einem einzigen Punkte con- 
vergiren, und umgekehrt : 

Wenn die Diagonalen der gegeo überstehenden Ecken eines Sechs- 
seits in einem Punkt convergiren, so werdea je zwei Seiten durch die 
vier übrigen conform getheilt. 

*) Die lstettnd4te, 2teand5te, 3leoDd<»te Ecke heissen gegenüberstellend. .: 
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{. 38. Wenn man unter den Punkten der conformen oder projektivi» 
sehen Geraden diejenigen in Betracht zieht, welche mit den in ihrem 
ConTergenzpnnkt vereinigten homolog sindi, so wird die unmittelbare 
Besiehnng noch einfacher, indem das Vierseit Jetzt zn dieser Bezie- 
hung ausreicht. 

a) Wenn man nämlich durch den Schnittpunkt der zwei Diagonalen 
eines Vierseits eine beliebige Transversale zieht, welche zwei gegen- 
flberstehende Seiten durchschneidet, so werden diese Seiten durch die 
Transversale und ihren eigenen Convergenzpunkt projektivisch gethellt, 
und zwar sind die in diesem Convergenzpunkt vereinigten Punkte den 
Schnittpunkten der Transversalen homolog. 

Dieser Satz hat zwei Umkehrangssätze : 

b) Eine Gerade, welche zwei gegenüberstehende Seiten eines Vier- 
seits in solchen Punkten schneidet, welche in Gemeinschaft mit dem 
Convergenzpunkt der Seiten eben diese Seiten projektivisch theilt, geht 
durch den Convergenzpunkt der Diagonalen. 

c) Zwei projektivische Punktreihen bUden mit je zwei ihrer Pro- 
jektionsstrahlen ein Vierseit, dessen Diagonalen in einem Punkte einer 
und derselben Geraden convergiren, nSmlich derjenigen, welche die zwei 
Punkte verbindet, die den in ihrem Convergenzpunkt vereinigten Punkten 
homolog sind. 

Ein besonderer Fall ergibt sich, wenn die Transversale des Vier- 
seits zugleich eine solche Lage hat^ dass sie durch den Convergenz- 
punkt der zwei andern Seiten geht 

d) Wenn man den Convergenzpunkt zweier Diagonalen mit dem 
Convergenzpunkt zweier gegentlberstehenden Seiten durch eine Gerade 
Yorbindet, so bildet diese Gerade mit den zwei Seiten und der dritten 
Diagonale, die in dem gleichen Eckpunkt convergiren, einen harmoni- 
9Ghen Vierstrabi. 

Sobald zwei conforme Punktreihen so gegen einander 
liegen, dass in ihrem Convergenzpunkt zwei homologe Punkte 
vereinigt sind, so convergiren alle ihre Projektionsstrahlen in 
einem einzigen Punkt, und diess letztere geschieht auch, so 
bald nur irgend drei Projektionsstrahlen in einem Punkte con- 
vergiren. Man sieht daraus, dass die Lage zweier conformen 
Punktreihen nur zwei Fälle gestattet , dass nämlich entweder 
alle Projektionsstrahlen in einem Punkte convergiren, oder 



57 

dass sie durchaus in differenten Punkten convergiren. Obgleich 
nun aber dieser letztere Fall nicht gestattet, die Punktrei- 
hen unmittelbar durch das Mittel der Projektion auf einander 
2u beziehen, wie diess bei der perspektivischen Lage der Fall 
ist, so kann es dennoch mittelbarer Weise dadurch gesche- 
hen , dass man eine dritte conforme Punktreihe zu Hilfe zieht, 
mit der die zwei gegebenen Punktreihen zugleich perspelrti- 
visch liegen. Es seien z. B. auf den Geraden X' 3£' und X" 3£" 
(Fig. 13) die -Punktreihe 

A'B'C'D'E' Ä A''B"C"D"E" 
jedoch in projektivischer Lage gegeben, so dass im Conver- 
genzpunkt Q die zwei differenten Punkte C" und D' verei- 
nigt sind, so lässt sich zeigen, dass diese zwei Geraden mit 
einer dritten X£, welche die ersteren in beliebigen nicht 
homologen Punkten A' und B" schneidet, in perspektivi- 
sche Lage zu bringen ist. Nimmt man nämlich auf einem 
Projektionsstrahl A'A", welcher durch den einen jener Punkte 
geht, den Punkt 0" als Projektionscentrum zwischen X"3£'' 
und XX, und bestimmt durch Strahlen dieses Centrums die 
Punkte D, E, so ist in perspektivischer Lage 

AEDB Ä A"D"E"B" 
folglich auch ADEB A A'D'E'B (§.17). 

Da aber nach Construction das Centrum 0" auf A'A" 
liegt, so fällt der Punkt A der Geraden XX, welcher dem 
Punkt A" der Geraden X"X" homolog ist, auch mit dem 
Punkt A' der Geraden X'S' zusammen. 

Es befinden sich also auch die conformen Punktreihen 
ADEB und A'D'E'B' inperspektivischer Lage (§.32). Es wer- 
den also auch die Verbindungslinien CC, DD', EE' in einem 
Punkte O', dem Projektionscentrum zwischen den Geraden 
XX und X'X' convergiren. Es sind also wirklich je zwei con- 
forme Punktreihen mit der beliebigen dritten in perspekti- 
vischer Lage, für zwei verschiedene Projektionscentra. 

Die Projektionscentra 0' und 0" sind hiebei nicht ganz 
beliebig, denn einmal müssen sie auf den Projektionsstrahlen 
A'A'' und B'B" liegen, welche durch die Schnittpunkte der 
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Geraden XX gehen , sodann aber ist leicht zu sehen, da diess 
Richtung O'O" selbst durch zwei homologe Punkte G'undG" 
der gegebenen Punktreihen geht; da wegen der perspektivi- 
schen Lage von XX und X"3£" der Punkt G" homolog mit 
G, und wegen der perspektivischen Lage von X3£ und X'I' 
der Punkt G' homolog mit G ist, also auch G' homolog mit 
G" sein muss. 

Umgekehrt kann man auch sagen, so oft zwei Projektions- 
strahlen A'A" und B'B" durch einen dritten G'G'' in zwei 
Punkten geschnitten werden, so sind diese Schnittpunkte O' und 
0" die^Projektionscentra für die perspektivische Beziehung der 
Verbindungslinie A'B" und der gegebenen conformen Geraden; 
wenn also E' und E" noch zwei weitere homologe Punkte der 
letzteren sind , so convergiren 0' E' und 0" E" in einem 
Punkt E der gemeinschaftlichen Projektionsaxe. 

Diese Eigenschaft, welche die projektivische Beziehung 
zweier Geraden enthält, kann ohne den Begriff der Projection 
fast noch einfacher gefasst werden. Denn es bilden die vier 
Projektionsstrahlen A'A", B'B", E'E" und G'G" mit den 
gegebenen Geraden X'X', X"3£" ein Sechsseit, in welchem die 
Geraden A'B", O'E' und 0"E" als die Diagonalen der ge- 
genüberstehenden Ecken figuriren. Man kann also auch sagen: 
zwei conforme Punktreihen bilden mit vier ihrer Projektions- 
strahlen stets ein solches Sechsseit, in welchem die Diagona- 
len der gegenüberstehenden Seiten in einem Punkt convergiren. 

Dieser Satz kann auch umgekehrt werden. Hat das Sechs- 
seit A'E'E''B"0'0" die Eigenschaft, dass die Diagonalen 
der gegenüberstehenden Ecken in einem Punkte E convergiren, 
so erscheint 0' als das Projektionscentrum zwischen den per- 
spectivischen Punktreihen A'EB'^G und A'E'B'G'. Ebenso 
erscheint 0" als das Projectionscentrum der perspektivischen 
Punktreihe A'EB"G und A^'E"B"G", folglich ist 

A'EB^'G A A'E'B'G' und A'EB"G 7\ A''E"B''G" 
also A'E'B'G' Ä A"E"B"G". 

In solchen Sechsseiten werden also zwei Seiten durch 
die vier übrigen conform getheilt. 
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Diese Beziehung zwischen conformen Geraden perspekti- 
vischer Lage nimmt noch eine einfachere Gestalt an, wenn 
imter den Theilpunkten auch noch diejenigen aufgenonunen 
werden, welche im Convergenzpunkt Q vereinigt sind, denn 
dadurch fallen von den vier Projektionsstrahlen zwei, näm- 
lich C C" und D' D" mit der gegebenen Geraden X' S' und 
X"X" zusammen, und schneiden die dritte O'O" ebenfalls in 
zwei Punkten G'G" derselben gegebenen Geraden (Fig. 14), da- 
durch erhält man ein Sechsseit G' G" D" E" E' C, in welchem zwei 
Paare von Seiten in zwei Richtungen zusammenfallen, also in 
Wirklichkeit ein Vierseit G'G"E"E', in welchem die Diagona- 
len in einem Punkt derjenigen Geraden D"C' convergiren, 
welche die differenten Punkte C und D" verbindet, die mit 
den in Q vereinigten Punkten C" und D' homolog sind. Diese 
Eigenschaft des Vierseits kann übrigens auch sehr leicht direkt 
nachgewiesen werden, was wegen der Wichtigkeit, welche sie 
hat, von Interesse ist. Es sey daher G'G"E"E' ein ganz be- 
liebiges Vierseit, dessen Diagonalen in dem Punkt E conver- 
giren. Zieht man durch diesen Punkt E noch eine ganz belie- 
bige Gerade CD", so erhält man zwei Vierstrahlen G', G" 
Ü''E"C" undG"; G'C'E'D', welche gegen die Gerade D"EC' 
perspektivisch liegen (§. 33) , und welche desshalb auch die 
Transversalen G"Q und G'Q conform theilen, folglich 

G"D"E"C" 7^ G'D'E'C 

In dem Convergenzpunkt Q der zwei Gegenseiten G"E" 
und G'E' des Vierseits sind also die zwei nicht homologen 
Punkte D' und C" vereinigt , welche dem Punkte D" und C 
der Geraden CD" homolog sind. 

Dieser Satz bietet zwei Umkehrungssätzc dar. Weiss man, 
dass auf den gegenüberstehenden Seiten des Vierseits G'G"E"E' 
die Punkte CundD" so liegen, dassG"D"E"C'ÄG'D'E'C, 
so müssen die von G' und G'' nach diesen Punkten gezoge- 
nen Geraden zwei conforme Vielstrahlen bilden, welche, weil 
sie auf ihrer Scheitellinie G'G" ;zwei homologe Strahlen ver- 
einigt haben, auch perspektivisch gegen einander liegen (§. 33), 
folglich liegen die Punkte D" und C mit E, als die Convergenz- 
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punkte ihrer homologen Strahlen in einer geraden Richtong, es 
muss also der Convergenzpunkt E der Diagonalen auf der 
Geraden CD" liegen, welche die Punkte vereiniget, die 
mit den zwei in Q auf einander fallenden Punkten homolog 
sind, oder es muss die Gerade CD'' durch den Convergenz- 
punkt der Diagonalen gehen. 

Diese allgemeine Eigenschaft des Vierseits bietet noch 
einen besonderen Fall dar, der sich daraus ergibt, dass die 
Transversale, welche durch den Convergenzpunkt der Diago- 
nale geht, gerade eine solche Lage hat, dass sie auch durch den 
Convergenzpunkt derjenigen Gegenseiten geht, welche sie zu- 
nächst nicht schneidet. Ist nämlich BDEF (Fig. 32) ein Vierseit, 
dessen gegenüberstehende Seiten in den Punkten A und O, und 
dessen Diagonalen in dem Punkte C convergiren, und zieht 
man die Transversale MN so, dass sie durch den Punkt O 
geht, so ist nach dem immittelbar Vorausgehenden 

BFAN A DEMA. 

Weil aber auch die Seiten BF und DE durch den Drei- 
strahl in conform, in perspektivischer Lage getheilt wurden, 
so ist BFAN 7\ DEMA 

folglich DEMA A DE AM, 

DM DA DA DM 



d.i. 



EM * EA EA ' EM 



rDMY rDA^2 DM DA 
^^^^^^ IemJ = IeäJ ^^'" EM == EA 

Die Punkte A, D, M, E liegen also harmonisch und der 
Vielstrahl O, ADME ist ebenfalls harmonisch. 

£• Projektivisehe Lage conformer Yielstrahlen* 

§. 39. Wenn zwei conforme Yielstiahlen nicht perspektivisch liegen, 
also in ihrer Scheitellinie keine homologe Strahlen vereinigt sind, so 
liegen nirgends drei Convergenzpunkte ihrer homologen Strahlenpaare in 
gerader Richtung; demungeachtet kann man noch einen dritten conformen 
Vielstrahl als Mittelglied in solcher Lage zeichnen, dass er mit jedem 
der zwei gegebenen Vielstrahlen perspektivisch liegt. Aus diesem Grunde 
heissen zwei Vielstrahlen, welche nicht perspektivisch gegen einander 
liegen, projektivisch. 
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g. 40. Die projeküvische Beziehting zweier confonnen Viehtrablen 
Icann zwar durch ein drittes Mittelglied jederzeit vollzogen werden, et 
Icann aber auch diese Beziehung für sich selbstständig aufgefasst werden. 

Es bilden nämlich die Scheitel zweier confonnen Vlelstrahlen mit 
je vier Convergenzpunkten ihrer homologen Strahlenpaare stets ein Sechs- 
eck, in welchem die Convergenzponkte der gegentiberetehenden Seiten 
in einer geraden Linie liegen, und umgekehrt: 

Wenn die gegeDflberstehenden Seiten eines Sechsecks in drei Punk- 
ten convergiren, die in einer geraden Linie liegen, so bilden die in 
zwei Eckpunkten convergirenden Seiten und Diagonalen stets zwei con* 
forme Vierstrahlen projektivischer Lage. 

§. 41. Wenn unter den Strahlen der projektivischen Yidstrahlen 
auch solche in Betracht gezogen werden, welche mit den In der Schei- 
tellinie vereinigten homolog sind, so ¥rird die Beziehung der zwei Viel- 
strahlen noch einfacher, indem dieselbe durch ein Viereck geschehen kamu 

a) Wenn man nämlich durch einen beliebigen Punkt einer Diago- 
nalen eines Vierecks, von zwei gegenüberstehenden Ecken aus zwei 
Strahlen zieht, so bilden sie mit der Diagonale, welche diese Ecken ver- 
bindet, und mit den in diesen Ecken convergirenden Seiten zwei pro- 
jektivische Vierstrahlen, und zwar sind die in der Scheitellinie vereinigten 
Strahlen mit den Strahlen homolog, welche in dem beliebig genommenen 
Punkt convergiren. 

b) Wenn man zu den zwei Dreistrahlen^ welche in zwei gegenüber- 
stehenden Ecken durch die Seiten und die Diagonale dieser Edcen. ge- 
bildet werden, noch zwei weitere Strahlen so zieht, dass die Vierstrahlen 
jetzt projektivisch sind, und die letzteren zwei Strahlen den in der 
Scheitellinie liegenden Strahlen homolog sind, so convergiren diese zwei 
Strahlen in einem Punkt der andern Diagonale, welche durch die Con- 
vei^nzpunkte der Gegenseiten geht. 

c) Die Scheitel zweier projektivischen Vielstrahlen bilden mit den 
Convergenzpunkten zweier homologer Strahlenpaaren ein Viereck, dessen 
gegenüberstehende Seiten in zwei Punkten^ convergiren, die mit einem 
und demselben Punkte in gerader Richtung liegen, nämlich mit dem 
Convergenzpunkt derjenigen zwei Strahlen, welche den in der Scheitel- 
linie vereinigten Strahlen homolog sind. 

d) Die Diagonalen eines vollständigen Vierecks theilen sich gegen* 
•eitig harmonisch. 
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Die Sätze, welche bei Gelegenheit der projekti vischen 
Punktreihen sich ergeben, wiederholen sich bei den projektiv 
vischen Vielstrahlen auf eine auffallende Weise, weil die Con- 
formität der Vielstrahlen auf der der Punktreihen beruht. 
Diese üebereinstimmung ist so gross, dass man nur gewisse 
Merkmale verwechseln darf, nämlich den Punkt mit der ge- 
raden Richtimg, die Punktreihe mit dem Vielstrahl, um so- 
gleich das Eine aus dem Andern zu entnehmen. Demungeach- 
tet ist es nöthig, die Projektivität der Vielstrahlen einer be- 
sonderen Betrachtung zu unterwerfen. 

Sobald zwei conforme Vielstrahlen so gegen einander lie- 
gen, dass in ihrer Scheitellinie zwei homologe Strahlen ver- 
einigt sind , so liegen die Convergenzpunkte aller homologen 
Strahlenpaare in einer geraden Richtung (§. 33), und diess ge- 
schieht auch, sobald nur drei solcher Convergenzpunkte in 
einer geradeu Richtung liegen. Man sieht daraus, ^dass die 
Lage zweier conformen Vielstrahlen nur zwei Fälle gestattet, 
dass nämlich alle Convergenzpunkte ihrer homologen Strahlen- 
paare in einer geraden Richtung liegen , oder dass keine drei 
derselben in einer geraden Richtung liegen, folglich alle auf einer 
Curve sich befinden. Demungeachtet können auch zwei solche 
conforme Vielstrahlen durch das Mittel der Projektion auf einan- 
der bezogen werden, indem inmier ein dritter conformer Viel- 
strahl gezeichnet werden kann, der mit jedem der zwei gege- 
benen in perspektivischer Lage sich befindet Diess geht schon 
daraus hervor, dass man für die Vielstrahlen Punktreihen 
ihrer Transversalen setzen kann, welche sodann eine projekti- 
vische Beziehung nach dem vorausgehenden Abschnitt gestatten. 

Allein es kann diese Beziehung auch unmittelbar gesche- 
hen. Denn vorausgesetzt, dass O' und 0" zwei projektivische 
Vielstrahlen sind (Fig. 15) , in welchen drei Paare homologer Strah- 
len in den Punkten A", QundB' convergiren, so kann man durch 
Q und A" die Transversale X"3£" und durch Q und B' die 
Transversale X'X' ziehen. Diese Transversalen werden durch 
die homologen Strahlen der Vielstrahlen nicht nur conform 
getheilt (§. 30), sondern sie sind, weil in ihrem Convergenzpunkt 
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Q zwei homologe Strahlen der Punktreihen vereinigt sind, 
auch in perspektivischer Lage (§.32). Der Convergenzpunkt O 
ihrer Projektionsstrahlen B'B", A'A" ist ihr Projektionscentrum. 
Wenn man also noch ein viertes Paar von homologen Strah- 
len zieht, welche in E convergiren, und die Transversalen 
in E' und E" schneiden , so sind auch E' und E" homo- 
loge Punkte der perspektivischen Punktreihen .auf X'X' und 
X"X", und es muss also auch E'E" durch das Projektions- 
centrum dieser perspektivischen Punktreihen gehen. Es 
ist also der Vielstrahl 0, welcher den Vielstrahl 0' in den 
Punkten A' B' E' Q der Transversalen X' X'. durchschneidet, mit 
dem letzteren in perspektivischer Lage; er ist aber auch mit 
dem Vielstrahl 0" in perspektivischer Lage, weil seine Strah- 
len mit denen des letzteren in den Punkten A"B"E"Q" der 
Geraden X"X" convergiren; und die Vielstrahlen 0' und 0" 
selbst heissen projektivisch, weil sie mit einem und demselben 
Vielstrahl O perspektivisch liegen. 

Zugleich bemerkt man aber, dass die Scheitel 0' und 0" 
der projekti vischen Vielstrahlen, und die Convergenzpunkte 
A", Q, B' und E von vier Paaren ihrer homologen Strahlen 
ein Sechseck bilden , in welchem die Convergenzpunkte E', E" 
und O ihrer Gegenseiten in einer geraden Linie. liegen, und 
dass diese Lage eine nothwendige ist. 

Man kann diesen Satz aber auch umkehren. Wenn näm- 
lich A"0'EO"B'Q ein Sechseck ist, in welchem die Gegen- 

I 

Seiten jin drei Punkten E', und E" einer geraden Richtung 
convergiren, so bildet eben diese Richtung E'E" mit den inO 
convcrgirenden Strahlenrichtungen O'O" und 00' einen Drei- 
strahl , welcher die Seiten Q A" und QB' conform theilen wird 
(§. 29). Es ist also QB"E" A" A QB'E'A', folglich sind auch 
die Vielstrahlen 0', QB'E'A' und 0, QB"E"A" conform 
(§. 30); sie befinden sich aber nicht in perspektivischer Lage, 
weil ihre Scheitellinie nicht homolog ist. 

Ist ferner QD'EC" ein Viereck (Fig. 16), dessen Gegenseiten 
in den Punkten E' und E" convergiren , und nimmt man nun 
auf der Diagonale E' E" den Punkt beliebig und zieht durch 
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denselben noch die Strahlen D'D'^ und CG", so entsteht in O 
ein Dreistrahl, der die Geraden QD' und QC" conform in per- 
spektivischer Lage theilt. Es ist also Q'D'E'C'Ä Q"D"E"C", 
folglich Vielstrahl C", Q'D'E'C Ä D', Q''D"E"C". Diese 
Vielstrahlen sind aber in projektivischer Lage, weil die in 
der Scheitellinie D' C nicht unter sich, sondern mit den Strah- 
len C" C und D' D" homolog sind. 

Man kann aber diesen Satz auch umkehren, und sagen, 
wenn man in dem Viereck Q D' C" zu den Dreistrahlen D 
und C'^ welche durch die anliegenden Seiten und die Diago- 
nale D'C gebildet werden, zwei weitere Strahlen derpro- 
jekti vischen Lage zieht, so dass sie den auf der Scheitellinie 
vereinigten Strahlen homolog sind, so convergiren diese Strah- 
len mit einem Punkt der Geraden, welche die Convergenz- 
punkte E' und E'^ der gegenüberstehenden Ecken verbindet. 
Denn aus der projektivischen Lage folgt die Conformität der 
Punktreihen Q'D'E'C und Q"D"E"C", welche überdiess, 
wegen der homologen Punkte in Q, perspektivisch liegen. Es 
müssen also D'D" und C'C'mit E'E" in einem Punkte con- 
vergiren. 

Auch wenn man von irgend zwei conformen projektivi- 
schen Vielstrahlen C" und D' ausgeht , wo ausser zwei ho- 
mologen Strahlenpaaren, die in zwei Punkten Q und E con- 
vergiren, noch die Strahlenpaare gegeben sind, deren eines 
auf der Scheitellinie liegt, so folgt auf demselben Wege, dass 
die Strahlen C C" und D' D" in einem solchen Punkte O 
convergiren, der auf der Verbindungslinie der Convergenz- 
punkte E' und E'^ des von den zwei ersten Strahlenpaaren 
gebildeten Vierecks liegt 

Da nun der Punkt O beliebig auf E'E" genommen wer- 
den kann, so kann man ihn auch so nehmen, dass er zugleich 
auf der Richtung der dritten Diagonale liegt Diesen be- 
sonderen Fall stellt die Fig. 32 dar. In dem Viereck ABCD, 
dessen Gegenseiten in den Punkten F und E convergiren, ist 
auf F E der Punkt 0" so genommen, dass er zugleich auf der 
Richtung der Diagonale AG liegt, folglich sind nach dem Vor- 

V 
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ausgehenden die Vielstrahlen D, AFBO" und B, AEO''D 
conform in projektivischer Lage, sie sind aber auch, weil A, 
CO in gerader Richtung liegen, conform in perspektivischer 
Lage, so dass D, AFBO" A B, AEDO". Diese doppelte Con- 
formität ist nur möglich, wenn die Vierstrahlen harmonisch 
sind, wie oben bei 38, d gezeigt wurde. 

Die Diagonale AC wird also durch die zwei andern Dia- 
gonalen in den Punkten O' und 0" harmonisch getheilt , so 
wie EF in den Punkten O" und 0' und BD in den Punkten 
O' und 0. 



/ 
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GollineatioD. 

A. Begriff und Entwickelang der CollineaÜon* 

§. 42. Die geradlinige Punktreilie und der ebene Vielstrahl beis- 
sen Gebilde der ersten Siufe oder einförmige Grnndgebilde» 

Ebene Figuren, die, wie die Vielecke, oder wie die Curven Ih 
ihren Tangenten und Sekanten viele einförmige Grundgebilde ein- 
schliessen, heissen ebene Systeme oder Gebilde der zweiten Stufe. 

Will man ebene Systeme auf einander beziehen, so muss zu jedem 
Punkt des einen Systems ein homologer Punkt desi andern Systems 
bestimmt werden, jeder Linie des einen Systems als einer stetigen Auf- 
einanderfolge von Punkten, wird eben damit auch eine homologe Linie 
entsprechen, welche die Punkte einschliesst, die jenen homolog sind. 
Wird nun die Beziehung so vollzogen, dass jedem einförmigen Grund- 
gebilde des einen System, wieder ein einförmiges und zwar ein con* 
formes Grandgebilde im zweiten System homolog ist, so heissen die 
ebenen Systeme collineär. 

Der Begriff der Collineation schliesst also folgende Momente ein : 

a) Jedem Punkt des einen Systems entspricht ein einziger Punkt 
des zweiten Systems. 

b) Jeder geraden Richtung des einen Systems entspricht eine ge- 
rade Kichtung des anderen Systems; und jeder Curve des einen Systems 
entspricht eine Curve im zweiten System. 

c) Wenn in einem System eine gerade Richtung durch einen Punkt 
geht, so geht auch im andern System die homologe gerade Richtung 
durch den homologen Punkt. 

d) In zwei collineären Systemen sind zwei gerade Richtungen mit 
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einander homolog, irenn zwei Punkte der einen Geraden zweien Pankr- 
ten der andern Geraden homolog sind. 

e) In zwei coUineären Systemen sind zwei Punkte einander li^mo* 
log, wenn in dem dnen Punkt des einen Systems zwei Rlditiingeiti 
convergiren, welche mit zwei Richtungen homolog stnd^ die in dcn^ 
andern Punkt des andern Systems converglren. 

f) Liegen mehrere Punkte des einen Systems in einer geraden Rich- 
tung, so liegen auch ihre homologen Punkte des collineären Systent»» 
in einer geraden Eichtung, und solche homologen geradlinigen Punkt-* 
reihen sind stets conform. Umgekehrt sind Punkte zweier Richtungen 
homolog, wenn sie gegen drei Paare ihrer homologen Punkte conform 
liegen. 

g) Convergiren mehrere gerade Richtungen in einem Punkt, so con- 
verglren auch die homologen Richtungen eines collineären Systems in 
einem Punkt; und solche homologe Yielstrahlen zweier collineären 
Systeme sind stets conform. 

§• 43. Die collineäre Beziehung zweier ebenen Systeme ist bestimmt^ 
wenn zwei Paare einförmiger Gmndgebilde in denselben gegeben sind^ 
also 

a) Wenn in dem einen System zwei Yielstrahlen P und Q und in . 
dem anderen System die homologen Vielstrahlen P' und Q' gegeben siod^ 
oder, was hiermit übereinstimmt, wenn in den zwei collineären Syste<* 
men zwei homologe Vierseite gegeben sind. 

b) Wenn in dem einen System zwei Punktreihen, a und b, und 
in dem andern System die homologen Punktreihen a' und b' gegeben 
sind, oder was hiermit übereinstimmt, wenn zwei homologe Vierecke'- 
gegeben sind. 

Sobald also zwei homologe Vierseite, oder zwei homologe Vierecke 
gegeben sind, so kann man zu -jedem beliebigen Punkt des einen 
Systems den homologen Punkt des andern Systems, und zu jeder 
Richtung des einen Systems die homologe Richtung des andern Systems 
construiren. 

§. 44. In zwei collineären ebenen Systemen heisst die Gerade eines* 
Systems, welche mit der unendlich entfernten Geraden des andern SystenatM 
homolog ist, die Gegenaxe jenes Systems. So hat also jedes System., 
seine Gegenaxe. 

In Betreff der Gegenaxen ist noch besonders zu merken: 

a) Dass alle Geraden, welche in einem Punkt der Qegenaix& dssr 

5* 
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Systems conrergiren, solchen Geraden des coUinearen Systems ent- 
sprechen, welche unter sich parallel sind, und umgekehrt 

b) dass Iparallellinien eines ebenen Systems in einem andern colll- 
neären System stets nur solchen Geraden homolog sind, die in einem 
Punkt seiner Gegenaxe convergiren. 

In den zwei vorausgehenden Abschnitten wurden nur ein- 
förmige Grundgebilde , nämlich Punktreihen und Vielstrahlen 
durch das Mittel der Conformifät auf einander bezogen, nun 
erwächst die Aufgabe beliebige ebene Figuren, durch eben 
dieses Mittel mit einander in Beziehung zu setzen. In einer 
ebenen Figur, wie z. B. das Vieleck sich darstellt, sind aber 
Punkte und Richtungen vereinigt , welche nicht zu einem ein- 
förmigen Grundgebilde gehören. Man muss also jetzt zum 
Begriff des ebenen Systems fortschreiten, welches viele belie- 
bige Punkte und Linien, ja gewissermassen alle möglichen 
Punkte und Linien, als zu einem Gesammtgebilde gehörig, 
zusammenfasse Denn wenn man sich zunächst auch nur auf 
ein Vieleck beschränken wollte, so bieten die .Diagonalen und 
Transversalen desselben wieder unzählige gerade Richtungen 
und in ihren Convergenzpunkten eine noch grössere Anzahl 
von Punkten dar, welche alle als zu diesem Vieleck gehörig 
betrachtet werden mUssen. Und so ist es nun nöthig, den Be- 
griff des ebenen Systems als die Versammlung aller zu einem 
Ganzen zusammengefassten Punkte, festzuhalten. Und nichts 
hindert, zuerst nur durch homologe Bezeichnung alle Punkte 
des neuen Systems in eine Beziehung zu allen Punkten des 
andern Systems zusetzen. Das freilich, ob auch noch weiter 
hin das Mittel der Conformität anwendbar sey, um diese Be- 
ziehung zu einer bestimmten und nothwendigen zu machen, 
das bedarf noch einer besondern Nachweisung, die vor Allem 
geschehen muss, wenn man die Möglichkeit <ler Gollineation 
feststellen will. 

Es muss also nachgewiesen werden, dass der Begriff der 
Colluieation, wie er oben in §. 42 ausgeführt ist, nichts Wider- 
sprechendes enthält, sondern vielmehr mit sich selbst über- 
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einstimmt und harmonirt. Entspricht also zu dem Ende der 
Punkt P eines Systems dem Punkt P' eines andern Systems 
(Fig. 17), so entsprechen auch alle Geraden, welche durch den 
Punkt P gehen , allen Geraden , welche durch den Punkt P' gehen 
(§. 42, c), oder es entspricht der Vielstrahl P dem Vielstrahl P'. 
Da nun aber die homologen Vielstrahlen conform sein sollen, 
so sind also auch die Vielstrahlen P und P' conform (§. 42, g) 
Diese zwei homologen Vielstrahlen P und P' sind durch drei 
Paare von Strahlen vollkommen bestimmt, §. 30, es sind also durch 
drei Paare von Strahlen alle übrigen in nothwendiger Abhän- 
gigkeit. Damit nun aber auch andere Gerade und beliebige 
Punkte der Ebene in ihrer Abhängigkeit von einander erschei- 
nen, muss man noch zu einem zweiten Paar homologer und 
conformer Vielstrahlen übergehen. Weil aber homologe Punkte 
auf homologen Linien liegen sollen (§. 42, c), so sind die Schei- 
tel dieser Vielstrahlen Q und Q' nur aiif zwei homologen Strah- 
len der Vielstrahlen P und P' zu suchen; und da somit ein 
Paar homologer Strahlen der Vielstrahlen Q ^md Q' schon ge- 
geben sind, so dürfen hur noch zwei andere Paare gegeben 
werden , damit auch die Vielstrahlen Q und Q' in allen ihren 
Strahlen auf einander bezogen seyen. Es sind also ausser den 
Strahlen, welche in den Scheitellinien PP' und QQ' auf einan- 
der fallen, nur noch zwei Strahlenpaare nöthig, welche in den 
Punkten A und A', ß und B' convergiren, um zwei Vielstrah- 
len P und Q des einen Systems vollkommen mit zwei Vielstrah- 
len P' und Q' des andern collineären Systems in bestimmte 
Abhängigkeit und Beziehung' zu setzen. Nun ist aber leicht 
einzusehen, dass mit diesen zwei Paaren von homologen 
Vielstrahlen alle Punkte des einen Systems durch die homo- 
logen Punkte des andern Systems, und damit überhaupt 
alle Linien und Figuren des einen Systems durch die fies an- 
deren bestimmt sind. Denn irgend ein beliebiger weiterer 
Punkt C des ersten Systems ist durch die zwei Strahlen, wel- 
che in demselben convergiren-, vollkommen bestimmt, diesen 
zwei Strahlen entsprechen zwei andere durch die ersteren voll- 
kommen bestimmte Strahlen der Vielstrahlen P' und Q', und 
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j9V€il tlie Convergenzponkte der homolosgen StraMeapaare selbst 
Jiomolog sind, so ist auch der Convergenzpunkt C (kr Stiah- 
Jen F'C und iyC dem Gonvergen^unkt C der Strahlen QC 
4iiid PC homolog. Es entspricht also jedem Punkt G in dem 
«ssten System nur ein einziger vollkommen bestimmter Puniri: 
€^, in dem zweiten System. Da nun aber durch diese zwei 
Vielstrahlenpaare die Beziehung zwischen allen Punkten der 
.zwei Systeme bestimmt ist, so fragt es sich, ob >die auf diese 
Weise einander entsprechenden Punkte und Linien, auch den 
in §. 42 ausgesprochenen Gesetzen unterworfen sind, und zwar 
zunächst und hauptsächlich ob jeder geraden Richtung, die 
nidit durch die Scheitel der bis jezt in Betrachtung gezogenen 
Yielstrahlen geht, wieder eine gerade Richtung im andern Sy- 
stem entspreche. Es fragt sich also, ob alle Punkte d^ Rich- 
tung AB in dem einen System gerade den Punkten dw Rich^ 
tung A'B' in dem andern System entsprechen. Man bemerke 
rdber, dass, wenn der Punkt D auf der Richtuqg AB liegt, 
der Yielstrahl 

P, AQBD Ä Q, APBD, 
«und weil wegen der Collineation der zwei Systeme ohnehin 

P', A'Q'B'D' A P, AQBD. 
und Q', A'FB'D' A Q, APBD 

iolgt, dass auchP', A'Q'B'D' A Q', A'BT'D' (§.30). 
Da nun aber auf diesen letzten zwei Vielstrahlen des zweiten 
^stems die zwei in der Scheitellinie P'Q' vereinigten Strah- 
Jen homolog sind, so folgt, dass sie sich in perspekti'^sdieor 
iiage befinden, und dass somit der Punkt D' in gerader 
Sichtung mit dem Punkte A' und B' sich befindet (§. 33, a). Man 
^ieht hieraus den Schluss, dass, sobald drei Punkte A, B, undD 
4es «rsten Systems in einer geraden Richtung liegen, auch die 
jMHUologen Punkte der andern Strahlen in gerade Richtung 
•fingen, und dass überhaupt allen Punkten der Richtung Ajß 
jiur solche Punkte im zweiten System entsprechen , die ebenfalls 
an einer geraden Richtung liegen; oder also, dass jeder geraden 
Xonie des einen Systems auch nur wieder eine gerade Lkue 
iites zweiten Systems entspreche. Diess sehMesst afaerungelcätt 
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aach wieder ein, dass eine gerade Ridftung:, welche dünäk 
einen Punkt geht , aach im coUideärc» System ^mit eiser -Oe^ 
raden homolog sei, die durch den homologen Punkt gefat;hind 
dass also auch der Gonvergenzpunkt zweiei* Geraden tles titefea 
Systems dem Gonvergenzpunkt der homologeii Tsreradäi ^sb 
zweiten Systems homolog sey, und endlich, ddiss aHe Oetadeh, 
welche in einem Punkt convergiren, wieder mit wldien '6e^ 
raden homolog seien, die in einem Punkt eonvergireiL 2h(^ 
gleich folgt aber aus obiger Deduktion, dass die liomölogen 
Punktreihen ABD... und A'B^D'... zweier homologca 
Geraden conform sind, da sie als die Sclmittpunkte der ton^ 
formen Vielstrahlen P und P läit den geraden Richtungen AB 
und A'B' erscheinen (§. 30). Sind femer R tind R' beliebige ba*- 
mologe Vielstrahlen, so w€&*den sie auf zwei homologen Richtun- 
gen AB und A'B'nach §.42, e, dessen allgemeine ijülti^dt h^ 
reits nachgewiesen ist, zwei homologe Punktreihen bezdduieii, 
§. 42, e, f, und weil je zwei homologe Punktreihen con- 
form sind, so müssen auch die Vielstrahlen R und R' sdbst eon«* 
form sein. Man sieht hieraus, dass alle Punkte und Linien, 
welche nach den Gesetzen der Gollineation aus zwei Paaren 
von Vielstrahlen abgeleitet werden, selbst auch diesem Ge- 
setze unterworfen sind, und wie also der Begriff der Gollinear 
tion nichts Widersprechendes enthalt, sondern wie es im Ge- 
.gentheil leicht ist, in zwei ebenen Systemen zu beliebig gegebe« 
nen Punkten des einoi Systems , sogleich die entqire(teicten 
des andern Systems zu zeichnen. 

Es ist noch das zu bemerken, dass die eoUintöre Becsi^ 
Jiung zwischen zwei ebenen Systemen schon durch vier Paai!^ 
von ratsprechend^n Geraden bestimmt ist, weil ebe&darin ttttA 
«die vier Dttrohst^nittspiKidcte und 4ie zwei Diagonalen homi^ 
iog «ind, und nun dm^ die Seiten und Biagonalen, weloUe 
in zwei gegemtber^tehendte Ecke zusammenstossen, zwei Drei- 
strahlen erscheinen i, eo dass in den zwei ebenen Systemak 
«Wei Paare voll Dretstrcdden-, Imd ebendamit zwei Paare von 
VMstaUen gi^geben innd. 

Sbens« wemk in den leineifL System vier Punkte ^egdieii 



72 

sind, von denen nicht drei in gerader Richtung liegen, und in 
einem collineären System die vier homologen Punkte, so sind 
auch alle Verbindungslinien dieser Punkte homolog, und man 
erhält wieder zwei homologe Vierseite, und eben damit zwei 
homologe Yielstrahlen , durch welche die Beziehung aller 
Punkte der Systeme vollzogen werden kann. Man kann aber 
auch zu den vier Paaren der gegisbenen homologen Punkte, 
noch einen fünften zeichnen, durch Verlängerung von zwei Paa* 
ren homologer Verbindungslinien, und man hat ebendamit 
zwei Paare von geraden Richtungen, und auf jeder Richtung 
drei Paare von homologen Punkten, wodurch alle homologen 
Punkte der zwei Paare der Richtungen gegeben sind ; so dass 
zu jeder Geraden, welche die Richtungen des einen Systems 
in zwei Punkten schneidet, die homologe Gerade, welche 
durch die homologen Punkte der zwei Richtungen des andern 
Systems geht , bestimmt ist. 

Zum Schluss sollen die unendlichen Punkte zweier colli- 
üeären Systeme noch in's Auge gefasst werden. Es seien ABund 
CD zwei Richtungen des einen Systems (Fig. 18), welche in dem 
Punkt P convergiren, und A'B', CD' die zwei homologen 
Richtungen eines collineären Systems, welche in dem Punkt 
P' convergiren, so sind durch die homologen Punkte P,A,B 
und P', A', B' alle übrigen Punkte dieser Richtungen be- 
stimmt, ebenso verhält es sich auf den Richtungen PCD und 
P^C'D. Sucht man nun auf PAB den Gegenpunkt Q zu 
P'A'B^ und auf PCD den Gegenpunkt R zu P'C'D', so ent- 
spricht die Verbindungslinie QR des ersten Systems einer 
Geraden des zweiten Systems, welche zwei Punkte des unend- 
lichen Raumes derselben verbindet, und heisst desshalb die 
Oegenaxe des ersten Systems. Ebenso bestimmt man auch 
die Gegenaxe 0'9t' des zweiten Systems. Diese Gegenaxen 
haben für die collineären Systeme dieselbe Bedeutung, wie die 
Gegenpunkte für die conformen Punktreihen. 

Man wird sogleich durch Anwendung von §. 42, g schlies«* 
sen, dass Gerade, welche in einem Punkte einer Gegenaxe eines 
Systems converghren, mit solchen Geraden des andern Systems 
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homolog sind, welche in einem Punkt einer unendlich entfernten 
Geraden, also selbst in einem unendlich entfernten Punkte con- 
vergiren, d. h. welche einander parallel sind; und umgekehrt 
müssen Parallellinien des> einen Systems einem Yielstrahl des 
collineären Systems entsprechen, dessen Scheitel auf der Ge* 
genaxe des Systems liegt. 

B. Perspektivische Lage ebener collinearer Systeme. 

§. 45. In Betreff der Lage, welche zwei in einer Ebene liegenden 
collineären System^ einnehmen können, sind folgende Fälle herrorzu- 
heben : 

a) Sie haben einen homologen Punkt gemein, und dann haben 
sie auch allemal eine homologe Richtung mit einander gemein; und 
umgekehrt 9 wenn sie eine homologe Richtung entsprechend gemein 
haben, so haben sie auch allemal noch einen homologen Punkt mit 
einander gemein. 

b) Die zwei collineären Systeme haben drei nicht in einer Richtang 
liegende Punkte mit einander entsprechend gemein, und dann haben 
sie auch allemal die drei Richtungen entsprechend gemein, welche durch 
jene Punkte gehen. 

c) Die zwei collineären Systeme haben eine gerade Richtung und 
Auf ihr alle Punkte entsprechend gemein, imd dann haben sie auch 
allemal noch einen Punkt und alle durch dieselben gehenden geraden 
Richtungen entsprechend gemein, und umgekehrt: wenn sie einen YleL- 
Btrahl, nämlich die Richtungen aller seiner Strahlen entsprechend gemein 
haben, so haben sie allemal auch eine Punktreihe, nämlich eine ge» 
tade Richtung und alle auf ihr liegenden Punkte entsprechend gemein. 

d) Die zwei collineären Systeme haben vier Punkte, von welchen 
nicht drei in einer Geraden liegen, oder vier gerade Richtungen, von 
welchen nicht drei in einem Punkt convergiren, entsprechend gemein; 
dann coincidlren sie mit allen ihren homologen Punkten. 

§. 46. Zwei coUineäre ebene Systeme, welche eine gerade Punkt- 
xeihe und einen Vielstrahl entsprechend gemein haben, heissen per- 
spektivisch. Die gemeinschaftliche Punktreihe heisst Collineation»- 
axe, das Centrum des gemeinschaftlichen Vielstrahls heisst Collineation»- 
oentrum, und die Strahlen desselben CoUineationsstrahlen. 

In den perspektivisch eoUineären Systemen sind noch folgende 
Besonderheiten zu beachten: 
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a) Je zwei homologe PnnVte solcker Systeme liegen aaf einem 
ColÜDeatioDSstrahl. Jede Gerade also, welche zwei homologe Punk-te 
perspektivischer colÜDeärer Systeme verbiodet, geht durch das Collioea- 
tiooscentnim derselben. 

b) Je zwei homologe Geraden zweier perspektivisch collineärer 
Bysteme converglren in einem Punkt ihrer Collineationsaxe. 

c) Je zwei homologe gerade Punktreihen liegen perspel^tiviscli 
g^n das Collineationscentrum. Je zwei Punkte, welche zuglei«^ auf 
zwei homologen Geraden und auf einem CoUineationsstrahl liegen« sind 
also homolog. 

d) Je zwei homologe Vielstnülilen liegen pefspektlvisch g^en die 
Collineationsaxe. Zwei Gerade sind also homolog, wenn sie durch zwei 
homologe Punkte gehen, und in einem Punkt der Collineationsaxe con- 
veigiren, oder mit ihr parallel laufen. 

§. 47. Das Conformitätsgesetz niamt in den perspektivisch coUineS« 
Ten Systemen folgeilde einfache Fonn an: 

a) Auf allen Collineationsstrahlen bilden die homologen Punkte 
Beihen gleicher Ai^einandetfolge, entweder verlaufen nSi&lich diese 
Beihen in einstimmiger Aufeinanderfolge, oder sie verlaufen auf allen 
Collineationsstrahlen in entgegengesetztefr Aufeinanderfolge. Zwei ebene 
Systeme sind also entweder perspektivisch collineär in ektstimmiger Lage^ 
oder sie sind es in entgegengesetzter Lage. 

b) Die Strecke eines jeden Collineationsstrahls^ welche zwischen 
dem Collineationscentrum und der CoUineetlonsaxe liegt, wird durcli 
ihre homologen Punkte anharmonisch proportional getheilt 

c) Der Modulus der anharmooisch proportionalen Theilnng der Co(^ 
üneaiionsstrahlen ist fflr alle diese Strahlen der gleiche, und heisst desa- 
wegen der Modulus der Collineation. Umgekehrt, wenn äian äle StraUen 
eines Vielstrahls durch eine Transversale schneidet und die Strecken, 
welche sie bildet, durch gleichbenannte Punkte gleichem Aufeinander^ 
•fo^ und nach demselben Modulus enbafrmoniBCh und proj^tienid 
theilt^ so begründen sie zwei col&eSie Systeme in penspektiviedbe^ Lege. 

d) Die Gegenaxen zwei^ |>et9pektiviBch coIlineSr^^ e!kener Systeme 
•laufen der CollineatiODsaxe pari^el, und liegen «yminsitriMti gegeti deiB 
«Centmm und die Axe. Wenn die perspektivischen Systemie in tttt^ 
^egengesetzter Aufeiaandetfelge stehen, so Hegen die Gegema&ea felrfsdiclli 
dem Centrum und der Axe^ sind sie aber itt einsti^ii^igeir Läg^ 
«0 Hegen die Gegenaxen eueseiiktlb dieses Eantnes, der sich zirischen 
dem Centrum und der Axe ausbreitet 
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e) Zwei gerade Linien zweier perspektivisch collineären Systeme 
Bind auch homolog, wenn die eine Gerade dem CoUineationsstrahl pa- 
Tallel ist; welcher nach dem Pankt gezogen wird, in welchem die andere 
Gerade ihrer Gegenaxe begegnet. 

Wenn zwei coUineäre Systeme in einer Ebene vereinigt 
sind, so muss gefragt werden, in welchem Vetliältniss der Lage 
die Punkte des einen Systems zu den Punl^ten des andern Sy- 
stems stehen , und Üiebei ist besonders darauf zu sehen , ob 
sie mit einigen oder mit mehreren Paaren homologer Punkte 
zusammen fallen. Dass sie homologe Punkte gemeinschaftlich 
haben können, braudht nicht bewiesen zu werden, denn man 
kann ja nach den Regeln des vorausgehenden Abschnitts sol- 
che coliineäre Systeme construiren, ind^m nach §. 43 wenig- 
stens vier Punkte, von denen nicht drei in einer Ebene liegen, 
t)eliebig angenommen werden können. 

Es wird nun zunächst vorausgesetzt, dass zwei coliineäre 
Systeme nur einen Punkt P gemeinschaftlich haben (Fig. 19), und 
dass PM und PN <zwei Geraden des einen Systemes sind, welche 
in diesem Punkt convergiren, und dass A, B, und D vier 
Punkte dieser Sichtungen seien. Diesen Geraden des erstem 
Systems werdm zwei andere PM' und PN' des zweiten Sy- 
stems entsprechen, welche, weil der Punkt P beiden Systemen 
gemeinschaftlich ist, auch durch den Punkt P gehen ; zugleich 
werden zwei Punkte A' und B' der Richtung PM' den Punk- 
ten A und B der Richtung PM entsprechen, und ebenso wer^ 
•den die Punkte C und D' ^r Richtung PN' den Punkten C 
«nd D dclr Richtung PN entsprechen, da nun aber die Punkte 
reihen holnolc^^ Richtungen einander conlorm sind, so 
wird die Reihe PAB Ä PA'B', weil ;aber diese Reihen Uk 
äu*em C(mvergenzpunkt P zwei homologe Punkte gemein- 
schaftlich haben, so liegen sie perspektivisch, und es conver^ 
^ir^ alle ihre PrqjektionsstraMen in eiinem und demselbBi 
Punkte Q(§, 32, a.). DasGleiehe i^ der Fall mit den Reihen PCD 
iuid P'CD', ^ werden ^o a«ch bei ihnen afle ihre Projekt 
4ionsstrahlen in 'ekiem Piuikt R coQvergiiiBn. .Zieht mm ttM 
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die Verbindungslinie QR dieser Projektionscentra , welche 
die gegiebenen Richtungen des ersten Systems in den Punkten 
M und N, und die des zweiten in M' und N' schneiden wird, 
so müssen auch M und M' zwei homologe Punkte der Reihen 
PM und PM' sein (§. 42, f). Aus demselben Grund sind auch 
N und ü' zwei homologe Punkte der Geraden PN und PN'; 
folglich sind auch die Richtungen MN und M'N' zwei tomo- 
loge Richtungen der zwei Systeme (§.42,d). Da nun aber die 
zwei homologen Richtungen zusanunenfallen , so ist folglich 
die Richtung QR beiden Systemen entsprechend gemein, und 
man sieht, dass zwei coUineäre Systeme, welche einen Punkt 
entsprechend gemeinschaftlich haben, allemal auch noch eine 
Richtung gemeinschaftlich haben. 

Diesen Satz kann man aijch umkehren, und seine Wichtig- 
keit gebietet, die Durchführung im Einzelnen darzuthun. Es sei 
pp/ (Fig. 20) eine gemeinschaftliche homologe Richtung der zwei 
Systeme , femer seien P, AB und Q, AB zwei Vielstrahlen des 
ersten Systems, welche an dieser Richtimg Theil haben, und 
P', A'B' und Q', A'B' seien die homologen Vielstrahlen des 
zweiten Systems , so werden diese Vielstrahlen alle auf ihren 
gemeinschaftlichen Scheitellinien mit zwei homologen Strahlen 
auf einander fallen. Da aber nun (§.42, g) P, ABP'7s;P', A'B'P 
und auf PP' zwei homologe Strahlen zusammen fallen, so sind 
diese Vielstrahlen in perspektivischer Lage, und die Verbin- 
dungslinie of/?, welche die Convergenzpunkte ihrer homologen 
'Strahlen enthält, ist ihre Projektionsaxe , und alle Strahlen, 
welche in Punkten dieser Axe convergiren, sind auch homologe 
Linien der zwei collineären Systeme. Das Gleiche ist der 
Fall mit den homologen, conformen und perspektivischen Viel- 
strahlen Q, ABP und Q', A'B'P', ihre Projektionsaxe ah dient 
ebenfalls dazu, um auch die Strahlen der Vielstrahlen Q und Q' 
zu finden, welche für die zwei ebenen Systeme als homolog 
zu betrachten sind. Nun convergiren die zwei Projektionsaxen 
aß und ab in irgend einem (endlichen oder unendlichen) Punkt 
M. Es sind also sowohl PM und PM', als auch QM und QM' 
homologe Geraden der collineären Systeme, folglich decken sich 
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auch in M zwei homologe Punkte der zwei collineären Sy- 
steme (§. 42, e). 

Es ist somit dargethan, dass zwei collineäre Systeme 
mit einem Paar homologer Punkte allemal auch eine ho- 
mologe Richtung gemeinschaftlich; haben. Nun bemerke 
man aber, dass jeder Punkt, wenn äian Linien durch densel- 
ben zieht, der Scheitel eines Yielstrahls ist, und man wird 
schliessen, dass zwei collineäre Systeme, welche mit einem 
Paar homologer Punkte auf einander fallen, in demselben 
zwei homologe und darum conforme Yielstrahlen verei- 
nigt haben ; solche concentrische conforme Vielstrahlen fallen 
aber entweder mit keinem, mit einem oder mit zwei Paaren 
ihrer homologen Strahlen aufeinander (§. 31). Die collineären 
Systeme , welche ein Paar homologer Punkte gemeinschaftlich 
haben, haben allemal auch noch ein Paar homologer Richtun- 
gen gemeinschaftlich, und die zwei in dieser Richtung ver- 
einigten Punktreihen sind conform und fallen also ebenfalls 
mit keinem, mit einem, oder mit zwei Paaren homologer 
Punkte aufeinander (§. 20). Nun ist aber das Zusammenfallen 
der homologen Elemente in jenen concentrischen Vielstrahlen 
und in diesen zwei Punktreihen von einander^ abhängig.. 
Fallen in den concentrischen Vielstrahlen keine homologen 
Strahlen auf einander, so können auch auf der Richtung 
der zwei homologen Punktreihen keine zwei homologe Punkte 
auf einander fallen , denn wenn diess der Fall wäre , so hätte 
man noch einen Punkt, in welchem zwei homologe Punkte 
vereinigt wären, und in dem Strahl des concentrischen Viel- 
strahls , welcher durch diesen zweiten Punkt gezogen wurde, 
wären ebenfalls zwei homologe Richtungen der collineären 
Systeme vereinigt (§. 42, d). Aus dieser Folgerung geht aber 
zugleich hervor, dass, wenn auf der Richtung a, welche die 
homologen Reihen enthält, ein Punkt A ist, in welchem ein 
Paar homologer Punkte der zwei collineären Systeme verei- 
nigt sind, dann allemal auch im concentrischen Vielstrahl P 
zwei homologe Strahlen sind, welche in einer Richtung P zu- 
sammenfallen , und ebenso schliesst man, dass, wenn in der 
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gemeinschaftlichen Richtung a zwei Punkte A und B sind, 
in welchen zwei Paare homologer Punkte vereinigt sind, dann 
allemal auch noch im Yielstrahl P zwei Strahlen p und q 
sind, in welchen je ein Paar homologer Strahlen vereinigt 
sind, und dass die Strahlen p und q gerade durch die Punkte 
Aund B gehen. Die zwei coUineären Systeme haben aba 
in dem letzten Fall drei Punkte A, B und P, und die drei 
Richtungen a, p und q gemeinschaftlich, welche durch Jene 
Punkte gehen. 

Es ist noch ein Fall zu betrachten fibrig, nämlich der- 
jenige, wo drei Paare homologer Elemente der concentrischen 
Vielstrahlen, oder die zwei homologen Punktreihen gleicher 
Richtung zusammen fallen, und auch hier wird man wie 
oben , sogleich sehen , dass mit dem Zusammenfallen von drei 
Punktpaaren in den Punkten A, B, C der gemeinschaftlichen 
Richtung a nothwendig auch ein Zusammenfallen von drei 
Paaren homologer Strahlen in den Strahlenrichtungen a, b, c 
der concentrischen Vielstrahlen P verbünden ist. Wenn aber 
zwei concentrische einförmige Gebilde mit drei Paaren homo- 
loger Elemente zusammenfallen, so thunsie dasselbe mit allen 
Paaren ihrer homologen Elemente (§. 31). Der hier besprochene 
Fall kann daher auch so gefasst werden, wenn zwei colli- 
neäre Systeme mit zwei homologen Richtungen, und auf den- 
selben mit allen ihren homologen Punkten auf einander fallen, 
so fallen sie zugleich auch mit zwei anderen homologen Punk- 
ten, und zugleich auch mit allen durch'' dieselben gehenden 
homologen Strahlen auf einander; oder wenn die collineären 
Systeme eine Punktreihe in allen ihren Punkten entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch noch einen Vielstrahl und 
alle seine Strahlenrichtungen entsprechend gemein. 

Hiemit sind aber nun die Fälle des theilweisen Ineinan- 
dergreifens zweier collineären Systeme erschöpft. Denn ge- 
setzt, sie haben vier homologe Punkte mit einander gemein, 
von denen nicht drei in einer geraden Linie liegen, um nicht 
auf den vorigen Fall zurückzukommen, so sind ja durch vier 
Punkte alle andern Punkte des collineären Systems vollkommen 
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bestimmt (§. 43); Die Systeme werden also auch mit allen 
fibrigen- homologen Punktpaaren zusammenfallen. Das gleiche 
Resultat liefert die Annahme, dass die Systeme mit vier ho- 
iBoIogeft Richtungen zusammen fallen. Unter den verschiede- 
nen Fä&en des theilweisen Zusammenfallens zweier coUineä- 
ren ^steme verdient der dritte, wo sie m|t allen Punkten 
zweier homologen Punktreihen und allen Strahlen zweier ho- 
mologen Vielstrahlen zugleich zusammen fallen, eine beson- 
dere Beachtung. Von solchen Systemen sagt man daher, sie 
seien perspektivisch, und bezeichnet mit Collineationsaxe und 
Collineationscentrum die Richtung und den Scheitel der Viel- 
strahlen der gemeinschafüichen einförmigen Gebilde. Die Be- 
ziehungen zwischen den übrigen homologen Stücken, welche 
nicht zusammenfallen, sind ebenfalls bemerkenswerth. Fasst 
man zwei homologe Punkte Aund A' Fig. 21 dieser Art in's Auge, 
so wird man bemerken, wenn man die CoUineationsstrahlen 
A und OA' zieht, dass diese homolog sein müssen (§. 42, d), 
aber auch, dass sie in einer Richtung zusammen fallen (§. 45, c), 
es liegen also die Punkte O, A und A' in einer Richtung, 
und jede Verbindungslinie von zwei homologen Punkten der 
perspektivischen, coUineären Systeme geht also durch das Col- 
lineationscentrum O. Fasst man ferner zwei homologe Gera- 
den AB und A'B' in's Auge, und bemerkt man, dass auch auf 
der Collineationsaxe XX zwei homologe Richtungen vereinigt 
sind, so wird man schliessen, dass der Convergenzpunkt von 
AB und X3E dem Convergenzpunkt von A'B' und XX homo- 
log ist (§. 42. e) , weil aber auf der Collineationsaxe alle homo- 
logen Punkte zusammen fallen (§.46), so fallen also auch jene 
zwei Convergenzpunkte an einen Ort y zusammen, oder die 
coUineären Geraden convergiren in einem Punkt der Collinea- 
tionsaxe. Daraus folgt aber das, was in §. 46 c und d gesagt 
ist, so unmittelbar, dass Jedermann es sogleich einsehen muss, 
und zugleich erklären diese Eigenschaften, warum dieser Fall 
der Collineation perspektivisch genannt wird, weil nämlich 
alle homologen einförmigen Gebilde derselben perspektivisch 
gegen einander liegen. 
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Auf jedem CoUineationsstrahle fallen die zwei homologen 
Beihen in einer Richtung zusammen (§. 45, c) , dagegen fallea 
die homologen Punkte dieser Beihen nur im CoUineationscen-' 
trum und auf der Collinea^ionsaxe zusammen, sonst fallen sie 
ausser einander. Da aber die homologen Beihen conform sind, 
so theilen ihre homologen Punkte die Strecke zwischen dem 
Centrum und der Axe XX anhormonisch proportional (§. 20, d). 

Femer fallen in einem jeden Punkt y der Collineations- 
axe zwei homologe Punkte, und also auch zwei homologe 
Yielstralen mit ihren Scheiteln auf einander, und sind con- 
form concentrisch , dabei decken sich von ihren homolo- 
gen Strahlen zwei Paare, von welchen das eine die Richtung 
der Goliineationsaxe XX, und das andere die Bichtung eines 
Collineationsstrahls Oy hat. Ein solches Paar concentrischer 
Vielstrahlen bezeichnet aber auf allen Gollineationsstrahlen die 
homologen Punkte derselben, und da sie alle Gollineations- 
strahlen conform in perspektivischer Lage theilen, so folgt, 
dass die homologen Beihen auf allen Gollineationsstrahlen in 
gleicher Ordnung auf einander folgen, und die Strecken dersel- 
ben zwischen dem Gentrum und der Axe nach gleichem Modulos 
anharmonisch proportional theilen. Verlaufen also die Beihen 
eines Gollineationsstrahls in einstimmiger Aufeinanderfolge, so 
geschieht dies auch auf allen andern Gollineationsstrahlen, und 
verlaufen sie in entgegengesetzter Aufeinanderfolge, so geschieht 
dasselbe auch auf allen andern Gollineationsstrahlen; die per- 
spektivische Gollineation befindet sich also entweder in ein- 
stimmiger Lage oder in entgegengesetzter. Da femer die homo- 
logen Beihen O, A, F, G, a und 0, A', F', G', a conform ;sind,und 
in imd a zwei Paare ihrer homologen Punkte vereinigt sind, 
so folgt aus §. 20, d, dass die Strecke Oa durch die homolo- 
gen Punkte der perspektivischen coUineären Systeme anhar- 
monisch proportioiftl getheilt wird. Sind aber P und P' 
zwei homologe Punkte eines andern Gollineationsstrahls, so 
convergiren AP und A'P' in einem Punkt y der Axe, und es 
werden die Transversalen Oa und Oj) des Vierstrahls y, OAaA' 
conform getheilt, so dass 
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AO' A'ü"" PO' FO' ^ • 
Der Modulus der anharmonischen Theilung des Strahls Op ist 
also demjenigen des Strahles Oa gleich. Alle Gollineations- 
strahlen werden durch ihre homologen Punkte nach demselben 
Modulus anharmonisch proportional getheilt. 

Die Lage der Gegenaxen kann aus der Lage der Gegen- 
punkte der Collineationsstrahlen erkannt werden. Ist 31 ein Gegen- 
punkt der zwei Reihen (Fig. 22) , welche auf dem Collineation&- 
strahl a vereinigt sind , so ist er ein Punkt der Gegenaxe, 
und weil der homologe Punkt Sl' der unendlich entfernte 
Punkt der Richtung Oa ist, so ist der Modulus der Collineation 

^O • WnS ~ äO' ^^^ Gegenaxe, welche durch diesen Punkt 

S( geht, muss mit ihrer homologen Geraden des unendlichen 
Raumes in einem Punkt der CoUineationsaxe XX convergiren, 
der ebenfalls nur ein Punkt des unendlichen Raumes sein kann ; 
folglich muss die Gegenaxe mit der CoUineationsaxe parallel 
laufen. Die Gegenaxe, welche zum System des Punktes A' 
gehört, theilt die Collineationsstrahlen in demseffien nur reci- 
prok genommenen Verhältniss, und es haben die zwei Gegen- 
axen gegen das CoUineationscentrum und die CoUineationsaxa 
eine symmetrische Lage. Diess folgt sogleich aus §. 12, b. 

Die Collineationsaxen sind leicht zu zeichnen, wenn zwei 
collineäre Punkte A und A' gegeben sind. Zeichnet man zwei 
homologe Geraden Aa und A'a und zieht einen Collineations- 
strahl Oi> \\ oA', so bezeichnet er auf aA den Punkt 93, wel- 
cher den\ienigen Punkt der Geraden aA' homolog ist , der in 
unendlicher Entfernung liegt (§. 46, c). Es ist also S3 ein Punkt 
der Gegenaxe des Systemes des Punktes A. Zieht man aber 
den CoUineationsstrahl || aA , so begegnet er der Geraden A'a 
in dem Gegenpunkt tf ', der Gegenaxe des Systemes des Punk- 
tes A'. Umgekehrt kann man, wenn die Gegenaxen gegeben 
sind, zu einer Geraden aA die homologe Gerade finden, 
wenn man den Punkt fd bestimmt , in welchem diese Gerade 

P A n 1 u s , neaere , ebeae Geometrie. 5 
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der Gegenaxe des Systems des Punktes A begegnet, und nun 
Afa II 093 zieht, denn nun werden Aa und Kfa homolog sein. 

€• Involutorisehe CoUineatloiisgysteme. 

§. 48. CoUineationssysteme heissen involutorisch , wenn sie die 
Eigenscbaft haben, dass je zwei nicht homologe Pankte derselben, welche 
an einem Ort zusammenfallen, wieder zwei solchen Punkten entsprechen, 
die auf einander fallen: Solche involutorisehe CoUineationssysteme sind 
stets auch perspektivisch, und stellen also einen besondern Fall der 
perspektivischen CoUineationssysteme dar, und zwar einen Fall, der 
noch durch folgende Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Die zwei homologen Beihen, welche auf einem Collineations- 
strahl vereinigt sind, bilden eine Involution. Das Collineationscentnim 
und der Schnittpunkt mit der Collineationsaxe bilden die Hauptpunkte 
der Involution. 

b) Der Modulus der Collineation involutorischer Systeme ist gleich 
Eins. Jeder CoUineationsstrahl wird durch die zwei homologen Reihen, 
welche in Ihm vereinigt sind, harmonisch getheilt 

c) Die zwei Gegenaxen zweier involutorischer CoUineationssysteme 
faUen in eine ^chtung zusammen, welche in der Mitte zwischen der 
CoUineationsaxe und dem CoUineationscentrum liegt. 

d) Wenn man in involutorischen Systemen zwei Paare homologer 
Punkte wechselseitig mit einander verbindet, so convergiren auch die 
zwei Verbindungslinien der nicht homologen Punkte in einem Punkt der 
GoUineationsaxe. 

So oft eines dieser Merkmale stattfindet, so gehört die perspekti- 
vische Collineation zum besondem FaU der Involution. 

In zwei perspektivischen Collineationssystemen sind auf 
jedem CoUineationsstrahl zwei homologe Punktreihen so ver- 
dnigt, dass sie mit zwei Paaren homologer Punkte auf 
einander fallen; das eine dieser Punktpaare befindet sich im 
Collineationscentnim, das andere in dem Punkt, in welchem 
der CoUineationsstrahl von der ColUneationsaxe geschnitten 
iHrd; die andern homologen Punkte der zwei Reihen theUen 
die zvidschen jenen zwei Hauptpunkten Hegende Strecke anhar- 
monisch proportional, und zwar hat der Modulus der anhar- 
monisch proi^ortionalen Theilung auf aUen CoUineationsstrahlen • 
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denselben Werth, §.27. Der ganze Unterschied, welcher sich bei 
den verschieden perspektivischen Collineationen no(y^ wahr- 
nehmen lässt, beruht neben der Entfernung des Gollinea- 
fionscentrums von der Collineationsaxe . auf dem Modulus der 
Collineation. Der besondere Fall, wo dieser Modulus den 
Werth Eins annimmt, ist dadurch ausgezeichnet,^ dass alle Gol- 
lineationsstrahlen durch die in ihnen vereinigten Punktreihen 
eine harmonische Theilung erleiden, oder, was hiemit gleich- 
bedeutend ist, dass sie eine Involution bilden (§. 24)» 
Damit ist also sogleich das verbunden , dass zwei Punkte 
A und C der Systeme , Fig. 23, welche an einem Ort der Ebene 
vereinigt sind, wieder mit zwei solchen Punkten A' und C 
homolog sind , die an > einem andern Ort desselben Collinea- 
tionsstrahls vereinigt sind. Das Merkmal der Involution ist 
also auf alle Punkte der Collineationssysteme ausgedehnt , und 
die Systeme heissen desshalb involutorisch. Auf jedem Colli- 
neationsstrahl fallen jetzt die zwei Gegenpunkte an einem Ort 31' 
zusammen, welcher die Strecke zwischen den zwei Hauptpunk- 
ten halbirt, und bilden einen Centralpunkt der Involution, §.24; 
es fallen also auch die zwei Gegenaxen der involutorischen 
Systeme in eine Richtung MWt zusammen, welche mit der Axe 
parallel läuft und in der Mitte zwischen dem Centrum und 
der Axe liegt. Betrachtet man nun aber auf zwei CoUinea- 
tionsstrahlen zwei Paare von homologen Punkten A und A', 
B und B', so sind AB und A'B' zwei homologe Gerade, welche 
an einem Punkt a der Collineationsaxe convergiren. Es fällt 
aber der Punkt A mit einem ungleichnamigen Punkt C* des 
zweiten Systems zusammen, welcher 'einem Punkt C des ersten 
Systems homolog ist, der seinerseits mit A zusanmienfallt ; 
ebenso ist der Punkt B des ersten Systems mit einem Punkt 
D' des zweiten Systems verbunden , der einem Punkt D des 
ersten Systems entspricht, welcher mit B' vereinigt ist Es 
sind also auch BC und B'C zwei homologe Gerade der 2;wei 
involutorischen Systeme, und es werden auch diese Geraden in 
einem Punkt }^ der Collineationsaxe convergiren. Bezeichnet man 
aber diese Oerter mit den anderen Punkten die in denselben 
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sich befinden, so können dieselben Geraden auch mit AB' und 
A'B bezeichnet werden, und sie erseheinen somit als die un- 
gleichnamigen Verbindungslinien der homologen Paare. Es ist 
daher eine mit dem Wesen der involutorischen Systeme verbun- 
dene Eigenschaft, dass auch die Geraden, welche die ungleich- 
namigen Punkte zweier homologen Punktpaare verbinden, in 
einem Punkt der Collineationsaxe convergiren , und dass auch 
sie in Wirklichkeit doch homolog sind. 

Man kann alle diese Sätze auch umkehren, und na- 
mentlich auch zeigen, dass der Begriff der involutorischen 
Systeme von selbst zu dem der perspektivischen zurückfuhrt 
Sollen nämlich alle Punkte zweier collineären Systeme in In- 
volution stehen, so müssen je zwei homologe Punkte A und 
A' wieder mit zwei homologen Punkten C und C zusammen 
üsülen. Ebendamit ist aber auch ausgesprochen, dass die Ge- 
rade AG des einen Systems mit der Geraden A' C' des andern 
Systems homolog ist , oder also , dass in der Verbindungslinie 
jedes Paares homologer Punkte, zwei homologe Richtungen 
vereinigt sind. Es decken sich also jedenfalls auf der Ver- 
bindungslinie jedes Paares der homologen Punkte stets auch 
zwei homologe Richtungen. Die Systeme haben also unzäh- 
lig viele Richtungen gemeinschaftlich ; diess ist aber, wenn die 
Systeme sich nicht in allen ihren Punkten decken sollen 
(g. 45, d), nur dann möglich, wenn sie alle in einem Punkt 
convergiren (§. 45, c) , dann haben sie aber auch alle Punkte 
einer Geraden entsprechend gemeinschaftlich und sind per- 
spektivisch. 

D. Uebertragong der Collineation. 

§. 49. Sind zwei ebene Systeme einem dritten ebenen System col- 
linear, so sind sie auch unter sich collinelr. Liegen aber von drei 
collineären Systemen zwei gegen das dritte perspektivisch, so sind sie 
darum noch nieht perspektivisch unter einander. Hierzu ist noch er- 
forderlich, dass alle drei Systeme einen und denselben Vielstrahl, nSm- 
lieh alle Riebtangen seiner Strahlen, oder eine und dieselbe Punkt* 
reihe, nlmlich alle Punkte derselben, entsprechend gemein haben. Es 
gibt daher zwei FftUe der pexspektivischen Lage dreier collineSren Systeme. 
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a) Wenn zwei Systeme mit einem dritten System collineSr sind 
und einen und denselben Vielstrahl; den Collineationsvielstrahl, mit 
demselben entsprechend gemein haben, so befinden sie sich anch gegen 
einander in perspektivischer Lage» nnd ihre drei Collineationsaxen decken 
sich entweder, oder, wenn das nicht der Fall ist, so convergiren sie 
doch in einem einzigen Ponkt 

b) Wenn zwei Systeme mit einem dritten System collineär sind, 
und eine und dieselbe Panktreihe, ihre CoUineationsaxe , mit dem* 
selben entsprechend gemein haben, so befinden sie sich auch gegen ein- 
ander in perspektivischer Lage, und ihre drei Collineationscentra fallen 
entweder auf einander, oder, wenn das nicht der Fall ist, so liegen sie 
doch in einer geraden Richtung. 

Nachdem nun zwei CoUineationssysteme in ihrer gegen- 
seitigen Lage zu einander bis zu dem besondern Fall der In- 
volutionssysteme erörtert worden sind, muss noch die Lage 
solcher Systeme, wenn eine grössere Zahl derselben in Be- 
tracht kommt, mit ein Paar Worten besprochen werden. Eine 
Anzahl von drei Systemen kann jedoch hiebei genügen, weil 
mit dem Verhalten von drei Systemen auch das einer grösse- 
ren Zahl gegeben ist 

.Zunächst folgt schon aus dem Begriff der CoUineation, 
dass zwei Systeme, welche mit einem dritten System collineär 
sind, auch unter einander collineär sein müssen. Denn mit 
dem Begriff der CoUineation ist ja nichts ausgesagt , als dass 
alle ihre homologen einförmigen Grundgebilde conform seien, 
und die Conformität befolgt ja das Gesetz, dass zwei Gebilde, 
welche einem dritten conform sind, es auch unter sich sind. 
Die CoUineation muss daher ebenfalls an dieser Eigenschaft 
TheU nehmen. 

Anders verhält es sich mit dem Uebertragen der Lage, 
wie diess auch schon bei einförmigen Grundgebilden zu be- 
merken war. Recht gut kann ein System X mit einem col- 
lineären System V einen Vielstrahl P, und' mit einem 
andern System W einen andern Vielstrahl Q ebenfalls ent- 
sprechend gemein haben, ohne dass V und W unter einander 
einen Vielstrahl entsprechend gemein haben; dann sind die 
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Systeme Y und W zugleich mit dem System X in perspekti* 
vischer Lage, ohne es unter einander zu sein. Haben aber 
alle drei Systeme einen und denselben Yielstrahl P mit ein^ 
ander entsprechend gemein, so sind sie auch alle drei in per- 
spektivischer Lage gegen einander, und jedes Paar der drei 
perspektivischen Systeme hat auch eine Punktreihe, nämlich ihre 
Oollineationsaxe entsprechend gemein. Es kommen aber drei 
CoUineationsaxen in Betracht, da jedes Paar der collineären 
Systeme eine solche hat Aber ganz beliebig ist die Lage 
dieser drei CoUineationsaxen doch nicht. Der Punkt, in wel- 
chem zwei dieser CoUineationsaxen convergiren, ist nämlich 
offenbar ein Punkt, in welchem drei Punkte der drei Systeme 
aufeinander faUen, da jeder Punkt einer CoUineationsaxe schon 
zwei homologe Punkte der zwei angehörigen Systeme in sich 
vereinigt. Der Convergenzpunkt zweier CoUineationsaxe^ ist 
also zugleich auch ein Punkt der dritten CoUineationsaxe, 
oder alle drei CoUineationsaxen der drei Systeme convergiren 
in einem und demselben Punkt. Ganz zusammen faUen kön- 
nen aber die drei CoUineationsaxen der drei Systeme wohl 
auch, man hat dann auf jedem CoUineationsstrahl drei Punkt- 
reihen , von welchen je zwei Reihen die Strecke zwischen denoi 
Centrum und der Axe anharmonisch proportioi^al theilen ; dass 
dies ausführbar ist, sieht man leicht dadurch, dass zwei Dop- 
pelverhältnisse, welche einem dritten gleich sind, es auch un- 
ter sich sind. 

Ein zweiter FaU der perspektivischen Lage dreier coUi- 
neären Systeme ergibt sich, wenn die Systeme eine und die- 
selbe Punktreihe, nämUch alle in derselben liegenden Punkte 
entsprechend gemein haben. Je zwei dieser Systeme haben 
auch einen Vielstrahl entsprechend gemein (§. 45, c) und sind 
also perspektivisch. Die Scheitel dieser Vielstrahlen sind aber 
ebeiofaUs in ihrer Lage nicht ganz beliebig. Li den Scheitel- 
linien zweier dieser Vielstrahlen sind jedenfaUs drei homologe 
Strahlen der drei Systeme vereinigt; daauf jedem Strahleines 
solchen Vielstrahls schon zwei homologe Strahlen der zwei 
betreffenden Systeme vereinigt sind. Sofern also die Scheitel- 
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linie durch das OoUineationscentrum der Systeme.Y und X 
geht, smd zwei homologe Sti*ahlen dieser Systeme in ihm ver- 
einigt, und so fem es auch durch das CoIIineationscentrum 
der Systeme W und X geht, ist auch obiger Strahl des Sy- 
stems X mit einem homologen Strahl des Systemes W ver- 
einigt; es enthält also wirklich die Verbindungslinie der zwei 
Centra auch schon einen homologen Strahl des dritten Colli- 
neationsvielstrahls , und es fallen also drei homologe Strahlen 
der drei CoUineationsvielstrahlen in eine Richtung zusammen, 
oder, was hiemit gleichbedeutend ist, die drei Collineations- 
centra der paarweise perspektivischen Systeme liegen noth- 
wendig in einer geraden Richtung. Dass in besonderen Fäl- 
len die drei Centra aber auch in einem Punkt vereinigt sein 
können, ist schon oben ausgesprochen. 

E« Arten der Collineation« 

§. 50. Die CoUineation heisst Affinität, wenn die Conformität aller 
homologen Punktreihen zum besondem Fall der Proportionalität ge- 
hört; wenn also die homologen Punktreihen zweier Systeme propor- 
tional sind, d. i. wenn auf je zwei homologen Punktreihen die ho- 
mologen Abschliitte ein constantes Verhältniss zu einander haben. 

Die CoUineation heisst Aehnlichkeit, wenn nicht nur jede zwei 
homologe Punktreihen proportional sind, sondern, wenn überdiess das 
Verhältniss der homologen Abschnitte auf allen homologen Richtungen 
dasselbe ist, so dass also überhaupt alle homologen Abschnitte in Pro- 
portion stehen. 

Die CoUineation heisst Uniformität, wenn das Verhältniss der ho- 
mologen Abschnitte auf allen Richtungen den Werth Eins hat, oder was 
dasselbe ist, wenn jede zwei homologen Abschnitte einander gleich sind. 

§. 51. Diese drei besonderen Arten der CoUineation : Affinität, Aehnlich- 
keit und Uniformität, haben noch folgende Merkmale gemeinschaftUch: 

a) Die zwei Gegenaxen liegen in unendlichem Raum. 

b) AUe Parallelen des ein^n Systems sind wieder mit parallelen 
Geraden des andern Systems homolog. 

c) Zwei übrigens beUebige homologe Figuren der zwei Systeme 
haben nur gleichartige Dimensionen. Entweder sind nämlich alle ihre 
Dimensionen von endlicher GrOsse, oder wenn die eine Figur unend- 
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liehe Dimensionen hat, so hat auch die homologe Fignr des andern St« 
Sterns solche unendliche Dimensionen. 

Die Aehnlichkeit nnd Uniformitit haben anch noch ein weiteres 
Merhmal gemeinschaftlich, dorch welches sie sich von der Affinität nn- 
terscheiden. Diess besteht darin, dass je zwei homologe Vielstrahlen 
der fthnUchen und uniformen Systeme einander gleich sind, so dass 
die Winkel einander gleich sin , welche zwischen zwei Paaren homo- 
loger Bichtongen liegen. 

Die homologen Figuren Hhnlicher Systeme heissen ähnlich, und die 
homologen Figuren uniformer Systeme heissen congruent 

§. 52. In den perspektivischen affinen Systemen sind nochfolgende 
Merkmale von Wichtigkeit: 

a) Das Collineationscentrum' liegt im unendlichen Raum, die Col- 
lineationsaxe dagegen liegt im endlichen Raum. 

b) Die homologen Punkte der zwei Systeme bilden eine propor- 
tionale ümhallnng der CoUineationsaxe. Es hat nämlich das Verhält- 
niss der zwei Abschnitte eines Collineationsstrahls, welche zwischen 
zwei homologen Punkten und der CoUineationsaxe liegen, auf allen 
Collineationsstrahlen ein constantes Verhältniss, und dieses Verhältniss 
ist dem Modulns der Collineation gleich. 

c) Die Flächenränme zweier homologer Figuren affiner Systeme 
haben ebenfalls ein constantes Verhältniss zu einander, und auch ihr 
Verhältniss ist dem Modulus der Ck)llineation gleich. 

§. 53. Die perspektivischen, ähnlichen Systeme sind noch durch 
folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Ihre CoUineationsaxe liegt im unendlichen Raum, dagegen liegt 
ihr CoUineationscentrum im endUchen Raum. 

b) Zwei homologe Geraden sind paraUel. 

c) Die homologen Punkte der zwei Systeme büden eine propor- 
tionale UmhOUung des CoUineationscentrums. Es hat nämlich das Ver- 
hältniss der zwei Abschnitte eines ColUneationsstrahls, welche zwischen 
zwei homologen Punkten und dem CoUineationscentrum Uegen, auf allen 
CoUineationsstrahlen ein constantes Verhältniss, und dieses Verhältniss 
ist dem Modulus der CoUineation gleich. 

d) Die Flächenräume zweier homologen Figuren ähnUcher Systeme 
haben ein constantes Verhältniss zu einander, welches dem Quadrat des 
Modulus gleich ist. 

g. 54. Sowohl die Aehnlichkeit, als auch die Affinität kann ia 
Uniformität übergehen. 



89 

a) Die perspektivische Affinität entgegengesetzter Lage wird zur Uni* 
fonnitSt, wenn die Gollineationsstrahlen auf der Gollineationsaxe senk* 
recht stehen, und zugleich der Modulas der Affinit&t gleich Eins ist 

b) Die perspektivische Aehnlichkeit entgegengesetzter Lage wird 
zur Uniformität, wenn ihr Modulas gleich Eins. 

c) Ausserdem existirt noch ein Fall der Uniformitftt, der dann ein* 
tritt, wenn die Gollineationsaxe und das Gollineationscentrum zugleich 
im unendlichen Raum liegen. 

In uniformen Systemen ist der Modulus der Gollineation gleich Eins, 
und homologe Flächen solcher Systeme sind einander gleich. 

Weiüi man nach den besonderen Arten der CoUineation 
fragt, so muss man die homologen emfdrmigen Grundge- 
bilde, aus welchen dieselben zusammengesetzt sind, in's Auge 
fassen, und ihre Abhängigkeit von einander zu ermitteln 
suchen. Nun sind zwar in zwei coUineären Systemen zwei ho- 
mologe Grundgebilde stets conform, aber zwei conforme Punkt- 
reihen können auch proportional oder selbst uniform sein, und 
zwei conforme Vielstrahlen können auch gleich sein. 

Sind nun zwei Paare homologer Punktreihen proportio- 
nal, so sind die unendlich entfernten Punkte der zwei Geraden 
des ersten Systems, wieder den unendlich entfernten Punkten 
der zwei homologen Geraden des zweiten Systems homolog 
(§. 18), es ist daher auch eine unendlich entfernte Gerade des 
ersten Systems wieder einer unendlich entfernten Geraden des 
zweiten Systems homolog (§. 42, d). Das heisst die Gegenaxen 
der zwei Systeme liegen im unendlichen Raum. Diese zwei 
homologen Geraden des imendlichen Raumes convergiren mit 
allen homologen Geraden des endlichen Raumes in homolo- 
gen Punkten , folglich sind auch auf allen andern homologen 
Geraden der zwei collineären Systeme die unendlich entfernten 
Punkte homolog, und folglich sind auch die Punktreihen sol- 
cher Richtungen proportional. Man sieht, dass, wenn in zwei 
collineären Systemen zwei Paare von homologen Punktreihen 
proportional sind, überhaupt alle homologen Punktreihen der 
zwei Systeme proportional, und dass solche Systeme affin sind. 
Affine Systeme sind durch zwei homologe Dreiecke ABC und 
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A' B' C^ Fig. 25, .die in denselben gegeben sind, bestimmt, da die 
Proportionalität zweier homologen Richtungen durch zwei ho- 
mologe Punkte bestimmt ist Zu jedem weiteren Punkt D auf 
einer Richtung AB existirt allemal nur ein einziger Punkt D' 
auf A'B', welcher. so liegt, dass ABD und A'B'D' propor- 
tionale Reihen smd, d. h. , dass AB : A^B' = BD : B'D^ Man 
kann also auf den homologen Richtungen der Seiten dieser 
Dreiecke beliebige weitere homologe Punkte aufsuchen, und 
die Verbindungslinien homologer Punktepaare liefern wieder 
neue homologe Richtungen, diese führen wieder zu weiteren 
homologen Punkten etc., und die Punktreihen, welche durch 
die Convergenzpunkte der homologen Richtungen construirt 
werden, sind auf allen homologen Richtungen immer wieder 
proportional. 

In den affinen Systemen sind demnach die homologen 
Abschnitte, welche auf zwei homologen Richtungen liegen, 
proportional, wenn man also zwei Paare von homologen 
Abschnitten auf homologen Richtungen aufsucht, so stehen sie 
jenen in Proportion, und es ist AB : A'B' = BD : B'D' 
= . . . Das Verhältniss , welches zwischen den Abschnit- 
ten zweier andern homologen Richtungen (etwa auf BG 
und B'C) herrscht, ist aber von jenem nicht abhängig. 
Setzt man nun aber voraus, dass in zwei affinen Systemen 
das Verhältniss der homologen Abschnitte auf drei verschiede- 
nen Paaren homologer Richtungen AB und A'B', BC undB'C, 
A C und A' C denselben Werth habe, Fig. 24, so dass AB : A'B' 
Ä BC : B' C = AC : A' C, so äussert dieser Umstand eine Wir- 
.«kung auf alle andern Punktreihen aus. Denn einmal lehren 
die Elemente der Geometrie, dass unter diesen Umständen 
<C A = < A', < B = <CB' etc., und wenn sodann D und 
D', E und E' noch zwei andere homologe Punkte dieser Rich- 
tungen sind, so ist auch 

AB:A'B'=AD:A'D' 

AC:A'C'=AE:A'E', 
folglich weil AB : A' B' = AC : A'C nach Annahme ; 
auch AD : A'D' = AE : A' E', 
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und da überdiess auch << A = << A', so ist A ADE co A A' D* E' 
und folglich DE : D'E' = AD : A'D' == AB : A'B' = etc. 

Splche Systeme sind ähnlich. Man sieht hieraus, dass ia 
diesen zwei ähnlichen Systemen auch die homologen Ab- 
schnitte aller beliebigen homologen Richtungen einander pro- 
portional sind, während in den specifisch affinen Systemen 
auf allen verschiedenen homologen Richtungen der Pro- 
portionalität ihrer Punktreihen verschiedene Verhältnisse zu 
Grunde liegen. Es ist kaum nöthig zu sagen, dass, wenn 
in zwei ähnlichen Systemen zwei homologe Abschnitte einan- 
der gleich sind, auch alle übrigen homologen Abschnitte ein- 
ander gleich sein müssen, da das Verhältniss der Propor- 
tionalität auf allen Richtungen dasselbe ist 

Die Aehnlichkeit schliesst, wie schon aus obiger Defini- 
tion hervorgeht, noch ein zweites Merkmal %in, dass nämlich 
zwei Winkel einander gleich sind, welche zwischen zwei 
Paaren homologer Richtungen, liegen. Sind A und A', B und B', 
C und C drei Paare homologer Punkte ähnlicher Systeme , so 
folgt aus dem Begriff der Aehnlichkeit, dass AB : A'B' = AC : A'C 
= BC : B' C' und hieraus folgt nach den Elementen der Geo- 
metrie, dass <C A = <C A', < B = < B' und < C = < C'. 
Diess führt aber unmittelbar zu dem weiteren Schluss, dass in 
ähnlichen Systemen alle homologen Yielstrahlen einander gleich 
sind. An dieser Eigenschaft nehmen auch die uniformen Sy- 
steme Theil, weil sie nur einen besonderen Fall der homolo- 
gen Systeme darstellen. Dieses Merkmal kommt den afiünen 
Systemen als solchen nicht zu. Dagegen stimmen alle drei 
Arten der CoUineation darin mit einander überein, dass ihre 
homologen Punktreihen conform sind^ imd also auch darin, 
dass die zwei Gegenaxen im unendlichen Raum liegen. Hier- 
aus folgt unmittelbar, dass parallele Geraden des einen Systems 
wieder parallele Geraden in einem affinen oder ähnlichen Sy- 
stem zum homologen Aequivalent haben; da parallele Gera- 
den solche sind, die in einem Punkt der unendlich entfernten 
Gegenaxe convergiren. Ebenso, hat irgend eine Figur einen 
oder mehrere Punkte im unendlichen Raum, d. h., auf der 
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Gegenaxe dieses Systems, so muss auch die affine und ähn- 
liehe Figur die homologen Punkte auf der Gegenaxe haben, 
da die Gegcnaxen homolog sind. Solche Systeme haben also 
gleichartige Dimensionen in dem oben ausgesprochenen Sinne. 
Es wird nicht ohne Interesse sein, noch vor der Betrach- 
tung der Perspektiven Lage dieser besonderen CoUineations- 
systeme einen Blick auf die ähnlichen luid congruenten Figuren 
zu werfen, und die hier gewonnenen Begriffe mit denen zu 
vergleichen, welche die Elemente der Geometrie gewöhnlich 
festhält. In den Elementen der Geometrie werden nämlich 
zwei verschiedenartige Merkmale bei diesen Begriffsbestimmun- 
gen festgehalten, das Verhältniss der Seiten und die Gleich- 
heit der homologen Winkel, dagegen wurden hier nur die 
Verhältnisse der Seiten zu demselben Zweck gebraucht, wäh- 
rend die Gleichheit der Winkel als eine Folge der ersten er- 
schien. In der Thät ist jedes der zwei Merkmale allein schon 
für die ähnlichen Figuren ausreichend; für die Congruenz ist 
aber die Gleichheit der homologen Seiten neben der Gleichheit 
der Winkel zu berücksichtigen. Dieser Umstand schon zeigt, 
dass das Moment der Proportionalität der homologen Seiten 
das durchgreifende und leitende ist, und diese Bemerkung wird 
zur Evidenz erhoben, sobald ;man die Affinität ebenfalls mit 
in Erwägung zieht. Denn dort bleibt die Proportionalität der 
Seiten als das einzige Mittel allein übrig. Will man also die 
Figuren nach ihrer Gestaltsverwandtschaft mit einander verglei- 
chen und wie die Logik es verlangt, einen einzigen Einthei- 
lungsgrund festhalten, so ist der hier eingeschlagene Weg der 
einzige berechtigte. Dass bei den Dreiecken dieses Merkmal 
allein schon ausreichend ist , weiss Jedermann. Man glaube 
aber nicht, dass es bei den Vielecken nicht mehr ausreicht 
Dieser Irrthum kann sich nur da einstellen, wo man die Dia- 
gonalen von den Seiten unzweckmässig trennt. Betrachtet 
man aber alle Verbindungslinien der Ecken als Seiten, so sind 
auch die Vielecke ähnlich, so oft alle ihre Seiten in Propor- 
tion stehen, und die Gleichheit der homologen Winkel ist eine 
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Folge der Proportionalität der Seiten. Es ergeben sich also 
folgende Begriffsbestimmungen: 

Vielecke sind affin, wenn je zwei homologe Seiten durch 
die übrigen Seiten proportional getheilt werden; 

Vielecke sind ähnlich, wenn der Proportionalität aller ho- 
mologen Richtungen dasselbe Verhältniss zu Grunde liegt. 

Vielecke sind congruent, wenn das gemeinschaftliche Ver- 
hältniss der Proportionalität gleich Eins ist. 

Nun muss noch die perspektivische Lage solcher Systeme 
betrachtet werden. Da nun aber auf jedem Collineationsstrahl 
zweier perspektivischen Systeme ein Paar homologe Richtun- 
gen vereinigt und die Punktreihen dieser Richtungen propor- 
tional sind, so sind auch ihre Punkte des unendlichen Rau- 
mes homolog. Diese Punkte des unendlichen Raumes , welche 
auf einer Richtung liegen, müssen aber als solche betrachtet 
werden, die in einem Ort vereinigt sind.' Solcher Punkte ha- 
ben aber die Collineationsstrahlen nur zwei: der eine ist das 
CoUineationscentrum , der andere liegt auf der Gollineations- 
axe. Bei perspektivischen Systemen gelangt man also zu der 
Affinität oder Aehnlichkeit nur dadurch, dass das CoUinea- 
tionscentrum oder die CoUineationsaxe in den unendlichen 
Baum hinausrückt. Liegt das CoUineationscentrum perspek- 
tivischer Systeme im unendlichen Raum, so hat man perspek- 
tivische , affme Systeme, liegt die CoUin^ationsaxe im unendli- 
chen Raum, so hat man ähnliche Systeme. Denn im letzteren 
FaU sind nothwendig die homologen Geraden parallel, weil 
sie in demselben Punkt der im unendlichen Raum Uegenden 
Axe convergiren. Da nun aber alle homologen Linien paral- 
lel sind, so müssen auch die Winkel gleich sein, welche zwi- 
schen homologen Paaren gerader Richtungen eingeschlossen 
sind. Solche Systeme sind also jedenfaUs ähnUch. Es sind 
aber die Systeme nicht ähnUch, sondern affin, wenn ihre Axe 
im endlichen Raum liegt, weU ihre homologen Geraden in 
Punkten dieser Axe convergiren, also einander nicht paraUel 
sind. Es sind daher auch die Winkel nicht gleich, welche 
zwischen homologen I 'enpaaren liegen. 
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Aus diesem Umstände folgt sogleich, wenn man §. 15 mit 
in Erwägung zieht, dass die homologen Punktreihen auf jedem 
GoIIincationsstrahl affiner Systeme eine proportionale Umhül- 
lung der Axe und in den homologen Systemen eine propor- 
tionale Umhüllung des CoUineationscentrum bilden. 

Auch wird man sogleich finden , wenn man in zwei affi- 
nen Systemen, in denen zwei homologe Punkte A und A' ge- 

ASl A'8[ 
geben sind, dass der Modulus -j-^^ : -^tj^? ^ ^^ einfache 

Yerhältniss AK : A' 91 übergeht, weil das CoUineationscentrum 

O im unendlichen Raum liegt und desswegen AO : A'O = 1 

ist. Ebenso wird man aueh in den ähnlichen Systemen fin- 

A5Ä A'Sl 
den, dass der Modulus XTk'TTo ^^^^ ^^^ ^^^ Punkt 81 im 

' A31 
unendlichen Baum liegt und also j-r^ = 1 ist, in das ein- 
fache Verhältniss A'O : AO übergeht. 

Nun sind noch die Flächenräume solcher Systeme zu un- 
tersuchen. In Betreff der ähnlichen Figuren ist aber aus den 
Elementen bekannt, dass ähnliche Vielecke sich wie die Qua- 
drate ihrer homologen Seiten verhalten. Dieses Verhältniss 
ist aber dem Quadrat des Modulus gleich. 

In den affinen Systemen genügt es, zwei homologe Drei- 
ecke ABC und A'B'C zu untersuchen (Fig. 24). Weil nun die 
homologen Seiten AB undA'B' in einem Punkt a der Axe 
convergiren, und die Dreiecke aASl, oA'A, welche die ho- 
mologen Bichtungen mit dem Collineationsstrahl AA'a ma- 
chen, die Grundlinie a9L gemeinschaftlich haben, so folgt 

A ««A: A aaA'= «AcÄA'; 
aus dem gleichen Grund verhält sich auch 

A «95B- A aS5B'=:33B:®B' 
und da «A : 81A' = B» : 35 B', 
so verhält sich auch 

A ««A: A a?lA' = A cr95B: A «©B' 

und hieraus folgt 

(A «S5B - AaÄA): (Aa©B' — A« S(A') = a%A : a^\f 

= ?(A:?IA', 
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d. i. 8lS3BA:?liBB'A' = aA:8lA' 

ebenso ©ßCB : ©SC'B' = 81 A : 81 A' 

und 8lgCA : 8(eC'A' = «A : 81A', 

aus diesen drei Proportionen zieht man aber auf bekanntem 

Wege den Schluss, dass auch 

ABC:A'B'C' = 8(A:8(A' 
d. i. dass das Verhältniss der homologen Dreiecke mit dem 
Modulus der Affinität gleichen Werth hat 

Affine Vielecke und Figuren Überhaupt sind aus affinen 
Dreiecken zusammengesetzt, und werden also das gleiche Ver- 
hältniss haben wie sie. 



TIertes Buch« 

ColüDeatioD der Vieleeke und der Curveo im 

AUgemeinen. 

A« Collineation des Dreieeks. 

§. 55. Sind zwei Dreiecke in einen Dreistrahl einbeschrieben , so 
liegen die Schnittpunkte ihrer homologen Seiten auf einer geraden Linie ; 
die Dreiecke sind also fflr diese Gerade als CoUineationsaxe, nnd den 
Scheitel des Yielstrahls als Collineationscentrum perspektivisch collineSr. 

Umgekehrt: Wenn die Schnittpunkte der drei Seitenpaare zweier 
Dreiecke in einer geraden Linie liegen, so convergiren die Verbindungs- 
linien ihrer entsprechenden Ecken in einem Punkt, die Dreiecke sind 
also ftlr diesen Punkt als Collineationscentrum und jene Gerade als 
CoUineationsaxe collineär. 

§. 56. Sind zwei Dreiecke collineär, so wird jede Seite des einen 
Dreiecks von den zwei nicht homologen Seiten des andern Dreieks in 
solchen Punkten geschnitten, dass die Modulusprodukte der Theilpunkte 
zweier Seiten sich verhalten, wie die Produkte der anliegenden Ab- 
schnitte der dritten Seite. 

Haben zwei Dreiecke eine solche Lage zu einander, dass die Seiten 
des einen durch die nicht homologen Seiten des andern in solchen 
Punkten geschnitten werden, dass die Modulusprodukte zweier Seiten 
sich verhalten, wie die Produkte der anliegenden Abschnittevder dritten 
Seite, so sind die zwei Dreiecke colllneSr. 

§. 57. Sind zwei coUineäre Dreiecke zugleich in einander beschrie- 
ben, so werden die' Seiten des einen Dreiecks durch die Eckpunkte des 
andern Dreiecks so getheüt, dass die Modulus der Theilpunkte zweier 
Seiten sich zu einander verhalten, wie die anliegenden Abschnitte des 
Theilpunkts der dritten Seite, 
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Umgekehrt: Wenn zwei Dreiecke In einander beschrieben sind, und 
die Seiten des einen Dreiecks durch die Ecken des andern Dreiecks so 
getheilt werden, dass die Modulos der Theilpunkte zweier Seiten sich 
verhalten wie die anliegenden Abschnitte des Theilpunkts der dritten 
Seite, so liegen die Dreiecke perspektivisch. 

« 

%. 58. Sind zwei in einander beschriebene Dreiecke perspektivisch, 
80 wird jede Seite des einen Dreiecks durch die homologe Seite und 
G^enecke des andern Dreiecks harmonisch getheilt 

Umgekehrt : Liegen zwei in einander beschriebene Dreiecke so, dasi 
jede Seite des einen Dreiecks durch die homologe Seite und ihre 
Gegenecke des andern Dreiecks harmonisch getheilt wird, so sind die 
Dreiecke auch perspektivisch. 

Die Dreiecke ABC und A'B'C (Fig. 29), welche einem 
Dreistrahl O inbeschrieben sind, bilden mit dem Scheitel O 
zwei Vierecke ABCO und A' B' C O , welche zwei collineäre 
Systeme bestimmen (§. 43). Diese zwei Systeme fallen aber mit 
drei Paaren homologer Richtungen OA und OA', OB und OB', 
OC und OC, die in einem Punkt convergiren und also 
überhaupt mit zwei homologen Yielstrahlen auf einander, folg- 
lieh fallen sie auch mit allen Punkten zweier homologen Eich- 
tungen auf einander und befinden sich in perspektivischer 
Lage {§. 45, c). Es convergiren daher die drei Paare ihrer ho- 
mologen Seiten in den Punkten er, ß und y ihrer Collineations- 
axe (§. 46, b). 

Umgekehrt sind zwei Dreiecke ABC und A'B'C gege- 
ben, deren homologe Seiten in den Punkten cc^ ß^ y einer 
geraden Bichtung convergiren, so bilden die Seitenrichtungen 
dieser Dreiecke zwei Vierecke aBAß und aB'A'/?, welche selbst 
wieder zwei collineäre Systeme bestimmen, in welchen drei 
Paare von Punkten ui den Oertern a, ß^y eiaeT Geraden auf 
einander fallen. Die zwei Systeme haben also auch einen 
Vielstrahl entsprechend gemein (§. 45, c), liegen perspektivisch 
und die Verbindungslinien AA', BB' und CG' convergiren in dem 
CoUineationscentrum dieser perspektivischen Systeme (§. 46, a). 

Die Convergenzpunkte der nicht homologen Seiten zweier 
collineären Dreiecke kennen zu lernen ist nicht ohne Interesse« 
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Es seien daher tt und a" die Punkte , in welchen die Seite 
BC von den homologen Seiten A'C und A'B' geschnitten 
wird; ebenso sind die Punkte /?' und /?" auf AC, / und y" 
auf AB bestimmt worden. Zur Vereinfachung der Rechnung 
mag der Modulus der Schnittpunkte durch abgekürzte Zeichen 
dargestellt werden. Man setze: 

a'C ^^'«"C ^^'/?'C~ ^^ 

Man bildet in dem Dreieck ABC die Seite A'B' eine 
Transversale, welche die Seiten desselben in den Punkten o', 
/J' y schneidet, folglich ist nach §.27: 

(1) (aO :(/?') = (y)- 
Es bildet auch A'C im Dreieck ABC eine Transversale, 

welche die Seiten desselben in den Punkten y', a" und /? 

schneidet, folglich ist: 

Endlich bildet auch die Seite WQf eine Transversale im 
Dreieck ABC und durchschneidet dessen Seitenrichtungen in 
den Punkten «, /?" und y"; folglich ist: 

(3) (jjTT) • (y'O - -j^ 

Weil nun aber die Dreiecke ABC und A'B'C nach Vor- 
aussetzung perspektivisch sind, so liegen die Punkte or, ß und y 
in einer Geraden, also ist auch 

(4) («) : (/?) = (y). 

Wenn man nun aber die Werthe von (er), {ß) und (y) aus 
den drei ersten Gleichungen in die vierte substituirt, so er- 
hält man nach gehöriger Reduction: 

(5) («<) . («") : (/?') . {n = C) . (/O, d- i- : 
|o'B a"B] iß'A ß"A) , ,^ ,.„. , ,. ,,., 



J 



99 

Wenn umgekehrt zwei Dreiecke eine solche Lage zu ein-- 
ander haben, dass die letztgenannte Proportion zwischen den 
Schnittpunkten der nicht homologen Seiten Statt findet, so 
kann man umgekehrt, wenn man bemerkt, dass y', a" und ßj 
ferner /?", y" und of, und endlich a\ ß* und y je in einer ge- 
raden Linie liegen, den Gleichungen (1), (2) und (3) in (5) 
substituiren , und man kommt zum Resultat der Gleichung (4), 
woraus man sieht, dass die Punkte a, ß und y in gerader Lüiie 
liegen und also dass die Dreiecke perspektivisch sind. 

Wenn die zwei perspektivischen Dreiecke zugleich in ein- 
ander beschrieben sind, dann fallen die zwei Punkte, in welchen 
eine Seite von den zwei nicht homologen Seiten des andern Drei- 
ecks geschnitten wird, auf einander. Es wird also in diesem 
Fall («0 und («")? ferner (/?') und (/?"), femer (y') und (y") 
identisch , und obige allgemeine Proportion (5) verwandelt sich 
m folgende: 

(6) {ar : {ßr = {yT oder («') : (/?') = (y') 

d.i. ||:g^ = BC':AC'(Fig.30), 

so dass sich also die Modulus der Punkte A' und B' verhal- 
ten wie die anliegenden Abschnitte des Punktes C. Ebenso 
vereinfacht sich auch hier der Umkehrungsfall. 

Combinirt man den Fall der in einander beschriebenen 
perspektivischen Dreiecke mit der Eigenschaft der Transversalen 
des Dreiecks (§. 27), so liefert die Transversale A'B' im Drei- 
eck ABC die Proportion 

(aO:(/^0 = (y), 
diess mit der Gleichung (6) verbunden, zeigt, dass 

(y) = (/), d. i. dass BC : AC = By : Ay, 
woraus man sieht, dass die Seite AB des Dreiecks ABC durch 
die homologe Seite A'B' des perspektivischen, inbeschriebenen 
Dreiecks in dem Schnittpunkt y, und durch das Gegeneck C^ 
der Seite A'B' harmonisch getheilt ist. 

. Umgekehrt: wenn das Dreieck A'B'C so in das Drei- 
eck ABC beschrieben ist, dass die Punkte y und C die Seite 
AB harmonisch theilen, so folgt aus der harmonischen. Theilung 
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dass BC : AC'f= By : Ay, 

und weil A', B' und y in gerader Linie liegen, dass 
A'B B'A „ . 

folglicli II : 1^ = BC : AC, 

mithia sind die Dreiecke in perspektivischer Lage. 

Es mag noch zum Schluss bemerkt werden, dass der Fall 
der perspektivischen, in einander beschriebenen Dreiecke^ ohne 
Hilfe des Collineationsbegriffes gewöhnlich folgender Maassen 
ausgesprochen wird. 

Wenn man von den drei Eckpunkten eines Dreiecks nach 
einem beliebigen Punkt in der Ebene des Dreiecks drei ge- 
rade Linien zieht, so theilen ihre Richtungen die Seiten des 
Dreiecks so, dass die zwei dreigliedrigen Produkte der drei 
nicht an einander liegenden Seiten einander gleich sind. 

Der Fall der in einander beschriebenen perspektivisch col- 
linearen Dreiecke kann aber auch unmittelbar sehr einfach 
auf die involutorischen Collineationssysteme, oder auch, wenn 
man will, auf die Eigenschaften des Vierecks (§. 38, d) zu- 
rUckgeffihrt werden. 

B. Eigensehaften des Tiereeks, welche auf Collineatton 

beruhen* 

§. 59. Auf der Aehnlichkeit beruht folgende Eigenschaft des Vierecks : 
Wenn man die Mitten der gegenüberstehenden Seiten eines Vier- 
ecks, und die Mitten der zwei Diagonalen mit einander durch Grerade 
verbindet, so convergiren dieselben in einem Punkte. 

§. 60. Auf dem involutorischen Collineationssysteme beruhen fol* 
gende Eigenschaften des Vierecks: 

a) Jede Diagonale des vollständigen Vierecks wird durch die zwei 
andern Diagonalen harmonisch getheilt. 

b) Im Vierseit trennen jede zwei Diagonalen die zwei Gegenseiten, 
welche mit ihnen in einem Eck convergiren, harmonisch. 

c) Wenn ein Dreistrahl von zwei Transversalen geschnitten wird, 
so entstehen zwei Vierecke, deren Diagonalen in Punkten convergiren, 
welche mit dem Convergenzpunkt der Transversalen in gerader Linie sind. 
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§. 61. Auf der perspektivischen Collineation im Allgemeinen beruhen 
folgende Eigenschaften des Vierecks : 

Zieht man von einem Punkt der Diagonale eines Vierecks zwei 
Transversalen durch das Viereck, so schneiden dieselben die Seiten! des 
Vierecks in solchen Punkten, deren Verbindungslinien wieder auf der 
andern Diagonalen convergiren. 

Die Mitten der Diagonalen eines vollständigen Vierseits ll^ea in 
einer Geraden. 

Das Viereck ist, wie schon im zweiten Buche gezeigt 
wurde, durch manche Eigenschaften ausgezeichnet, welche auch 
auf Collineation zurückgeführt werden können. Verbindet 
man z. B. die Mitten P, Q und R der in einem Eck A 
(Fig. 31) zusammenlaufenden Seiten durch Gerade, so bilden 
sie ein Dreieck QPR, dessen Seiten den Seiten des Drei- 
ecks BCD, das von den übrigen Seiten gebildet wird, pa- 
rallel sind (§. 26). Verbindet man nun auch die Mitten 
P', Q' und R' des letztem Dreiecks BCD, so entsteht ein 
zweites Dreieck P'Q'R', dessen Seiten ebenfalls den Seiten 
des Dreiecks BCD parallel sind (§. 26). In den Dreiecken 
PQR und P'Q'R' sind also ebenfalls die homologen Seiten 
einander parallel. Die homologen Seiten convergiren also 
in Punkten einer unendlich entfernten CoUineationsaxe, die 
Dreiecke sind ähnlich in perspektivischer Lage (§. 55). Die 
Verbindungslinien der homologen Eckpunkte PP', OQ' und 
RR' convergiren also in einem Punkt O, dem Aehnlichkeits- 
punkt der Systeme. Man wird leicht noch bemerken, dass 
die Dreiecke nicht nur ähnlich, sondern sogar congruent sind, 
und dass ihre Aehnlichkeit zum besonderen Fall der Uni- 
formität gehört. 

Noch wesentlicher ist dem Viereck die Eigenschaft der 
Involution (Fig. 32), sobald man es in seiner vollständigen 
Gestalt betrachtet, und durch Verlängerung seiner gegenüber- 
stehenden Seiten die versteckten Ecken E und F und die dritte, 
versteckte Diagonale EF construirt. Betrachtet man nämlich den 
Convergenzpunkt der Diagonalen BD und EF als CoUinea- 
tlonscentrum, und die Diagonale AC als CoUineationsaxe, sa 
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sind AF und AE homologe Gerade dieser C!olIineation , die 
Ton den Collineationsstrahlen des Centmms O in den homolo- 
gen Punkten B und D, F in £ geschnitten werden. Weil aber 
auch die wechselseitigen Verbindungslinien BE und DF die- 
ser homologen Punkte in dem Punkt C der Collineationsaxe 
AC convergiren, so gehört die CoIIineation zum besonderen 
Pall der Involution (§. 48). Die Collineationsstrahlen BD 
und EF werden also von den Punkten O und O', O und C 
harmonisch getheilt. 

Dieselben Folgerungen können (Fig. 33) im Dreistrahl O 
angewendet werden, welcher von zwei Transversalen AQ und 
A'Q durchschnitten wird, wodurch die Vierecke ABB'A' und 
BCB'C entstehen, deren Diagonalen sich in den Punkten K 
und S durchschneiden. Hier sind für den Punkt O als Cen- 
trum und RQ als Axe die Geraden AB und A'B' involuto- 
risch homolog, wenn man daher noch durch einen dritten 
CoUineationsstrahl die homologen Punkte C und C bestimmt, 
so mfissen auch die Verbindungslinien BC und B'C in einem 
Punkt S der Axe QR convergiren (§. 48, d). 

Man kann das Viereck auch noch vom aUgemeinen Stand- 
punkt der CoIIineation aus betrachten (Fig. 34), wenn man eine 
Diagonale DB als Collineationsaxe, die andere Diagonale AC 
als CoUineationsstrahl betrachtet und auf ihr das Centrum 
in einen beliebigen Punkt O setzt Es erscheinen unter die- 
sen Bedingungen die Seiten AB und BC einerseits, die Seiten 
AD und DC andererseits als homologe Linien. Zieht man 
also vom Centrum aus noch zwei beliebige Strahlen, welche 
auf den Seiten des Vierecks die homologen Punkte F und F', 
E und E' bestimmen, so sind auch die Geraden FE und F'E' 
liomolog und werden in einem Punkt Q der Collineationsaxe 
BD convergiren (§. 46, fa). 

Zur Uebung noch eine beachtenswei-the Eigenschaft des 
Vierecks. 

In dem vollständigen Vierseit ABCDEF (Fig. 35) sind die 
Punkte R, P und ip die Mitten der Diagonalen BD und der anlie- 
genden Seiten BC und BF ; so dass also diese Punkte auf einer 
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mit DF parallelen Geraden liegen.^ Ebenso liegen die Punkte 
£', P' und ip^ wenn sie die Diagonale FE und die Seiten FC 
und FB halbiren, auf einer mit BE parallelen Geraden. Fer* 
ner sind auch die Punkte R', Q' und |; R, Q und ^ gleicher 
Maassen Punkte zweier Geraden , welche die in D und E zu- 
sammenlaufenden Linien halbiren, und mit den Seiten BE imd 
DF parallel sind# Diesem nach ist das Viereck IRftpB,^ ein 
Parsdlelogramm, in welchem 

^Q = RTS RP = ?Q' 

QR^Fi/', P^ = Q'R' 
^, ,. ^ ?Q R'P' RP IQ' 

folghch _ = _;_ = __. 

.ISO auch M:RP^K;P::4J; 

QR Pi// P'tp Q'R' 

Die Transversalen QP und P'Q' der Öreiecke IV'R ^^^ 

§tpW werden also die gemeinschaftliche Grundlinie in einem 

imd demselben Punkte durchschneiden (§.27). Es sind also die 

Dreiecke QPR und QH'P' perspektivisch (§. 45) und die 

Verbindungslinie RR' convergirt mit den Verbindungslinien v 

QQ' und PP' in einem Centrum S. Der Punkt S liegt aber 

in der Mitte von !AC; da die Punkte Q und Q' die Strecken 

DC und EC halbiren und also QQ' || AE ist. Die Mitten S, 

R und R' der drei Diagonalen liegen also in einer geraden Linie. 

C. Allgemeine Eigenschaften eollinearer Curven. 

§. 62. Wenn von zwei collineären Linien die eine die Gestalt einer 
Carve hat, so ist auch die andere eine Curve. 

"Wenn in zwei coUineSren Systemen verschiedene Linien sich be- 
finden, worunter Curven und Gerade sein können, so sind sie folgendes 
Gesetzen unterworfen: 

a) Geht eine Linie durch einen Punkt, so geht auch im collineären 
System die homologe Linie durch den homologen Punkt. 

b) Schneiden sich zwei Linien des einen Systems in mehreren 
Punkten, so schneiden sich auch im collineären System die homologent 
Linien in eben so vielen Punkten, und die Schnittpunkte dieser homo-» 
logen Linien sind selbst paarweise homolog. 
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c) Berflhren sich zwei Linien des einen Systems in einem Punkte 
▼on innen oder von aussen, so berflhren sich anch im collineären Sy- 
stem die hpmologen Linien auf dieselbe Art, und es sind die zwei Be- 
rflhrnngspunkte homolog. 

d) Werden in zwei coUineSren Systemen zwei homologe Curvea 
Ton zwei homologen Geraden berfihrt, so sind auch die Berflbrunga* 
punkte homologi und umgekehrt, wenn man in zwei homologen Punk- 
ten zweier homologen Gurven Tangenten zieht, so sind sie zwei homo- 
loge Geraden. 

§. 63. Ist von zwei homologen Curven zweier collineären Systeme 
die eine in sich geschlossen und ganz im endlichen Raum, so zeigt die 
Gegenaxe ihres Systemes die Gestalt ihrer homologen Curve an. 

a) Liegt die Gegenaxe ausserhalb der geschlossenen Curve, so ist 
auch die homologe Curve in sich geschlossen und liegt im endlichen 
Baum. 

b) Wird die in sich geschlossene endliche Curve des einen Systems 
von der Gegenaxe in zwei Punkten geschnitten, so liegt die homologe 
Carve des collineären Systems mit zwei Punkten * im unendlichen Raum, 
und efscheiot im endlichen Raum in Form von zwei von einander ge- 
trennten Aesten, deren jeder nach zwei Seiten hin in's Unendliche ver- 
läuft. Die Tangenten an den Schnittpunkten, welche die Gegenaxe auf 
der endlichen Curve hervorbringt, erscheinen in der homologen Curve 
als Asymptoten, d. h. als Tangenten, welche dieselbe erst in Punkteii 
des unendlichen Raums berflhren, und zwar werden die zwei nur im un* 
endlichen Raum mit einander zusammenhängenden Curvenäste durch die 
Asymptoten von einander getrennt. 

c) Wird die in sich geschlossene endliche Curve des einen Systems 
von der Gegenaxe ihres Systems berflhrt, su hat die homologe Curve 
des collineären Systems nur einen Punkt im unendlichen Raum, und 
erscheint im endlichen Raum als eine Curve, welche nach zwei Seiten 
hin in's Unendliche verlauft. Eine solche Curve hat im endlicheq Raum 
keine Asymptote. 

g, 64. Liegen zwei collineäre Curven perspektivisch, so bemerkt 
man folgende Eigenschaften: 

a) Ein Coilineationsstrahl, welcher die eine Curve in zwei Punkten 
schneidet, schneidet immer auch die andere in zwei homologen Puiikten, 
und wenn ein Coilineationsstrahl die eine Curve in einem Punkte be- 
rflhrt, so berflhrt er auch die andere^Curve in einem homologen Punkte, 
und ist somit eine gemeinschaftliche Tangente der zwei Curven. 
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Umgelsehrt: Wenn zwei colliaeäre and perspektivische Corven eine 
gemeinsdiafüiche Tangente entsprechend gemein haben, so geht sie durch 
ihr Collineationscentrnm. 

b) Wenn die Collineationsaxe die eine von zwei perspektivischen 
collineären Cniven in zwei Punkten schneidet , so schneidet sie auch 
die andere in denselben Punkten, und ist ihre gemeinschaftliche Sehne.. 

Umgekehrt: Wenn zwei collineäre und perspektivische Curven sich 
in zwei entsprechenden, gemeinschaftlichen Punkten schneiden, so ist die 
gemeinschaftliche Sehne immer auch ihre Collineationsaxe. 

c) Wenn die Collineationsaxe die eine von zwei perspektivischen, 
collineären Curven, in einem Punkte berührt, so berührt sie auch die 
andere Curve in demselben Punkte. 

Umgekehrt: Wenn zwei collineäre und perspektivische Curven in 
einem homologen gemeinschaftlichen Punkt sich berühren, so ist die 
Tangente dieses Berührungspunktes ihre Collineationsaxe. 

Sobald von zwei Curven ermittelt ist, dass sie collineär 
sind, so haben sie gewisse Eigenschaften mit einander gemein, 
welche nicht selten dazu dienen, die Gestalt der einen Curve 
aus der andern abzuleiten. 

Zunächst ist leicht einzusehen, dass, wenn von zwei col- 
lineären Linien, die eine ihrer Gestalt nach eine Curve ist, 
auch die andere zu den Curven gerechnet werden muss. Denn 
wenn z. B. eine Curve der zweiten Ordnung nicht drei Punkte 
hat, die in gerader Richtung liegen, so kann auch jede mit 
ihr collineäre Linie nicht drei Punkte haben, die in einer ge- 
raden Richtung liegen (§. 42, b). Diese letztere Linie ist also 
ebenfalls eine Curve der zweiten Ordnung. Aber auch, wenn 
es sich von Curven höherer Ordnung handelt, so ist doch 
leicht einzusehen, dass jenes Gesetz auf sie anwendbar ist; in- 
dem man hier sich nur auf Punkte beschränken muss, die 
nahe genug aneinander liegen, damit nicht drei Punkte in ge- 
rader Richtung sich befinden. Es werden übrigens im weite- 
ren Verlauf nur Curven der zweiten Ordnung in Betracht ge- 
zogen werden. 

Ruft man sich nun aber den Begriff der homologen Linien 
coUineärer Systeme in's Gedächtniss (§. 42), wonach zwei Li- 
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nien homolog heissen, wenn alle Punkte der einen Linie allen 
Punkten der andern Linie homolog sind, so ist klar, dass, 
wenn die eine durch einen gegebenen Punkt geht, auch die 
andere durch den homologen Punkt des andern Systems gehen 
muss. Hieraus 'folgt weiter, dass wenn zwei Linien, seien, 
sie gerade oder krumm, sich in einem Punkte schneiden, auch 
die homologen Linien des andern Systems durch den Punkt 
des anderen Systems gehen werden, welcher jenem Schnitt- 
punkt homolog ist. Erwägt man aber noch weiter das Gesetz 
der gleichen Aufeinanderfolge, das schon zwischen conformen 
einförmigen Grundgebilden herrscht (§. 17), und das folglich 
auch iü den coUineären Systemen, die aus lauter conformen 
einförmigen Gebilden zusammengesetzt sind, Geltung haben 
muss (§. 42), so wird man sich sogleich überzeugen, dass wenn 
zwischen zwei Curven des einen Systems ein Schneiden statt- 
findet, wo die eine Linie von der einen Seite auf die andere 
Seite der zweiten Linie tritt, dasselbe auch bei den zwei ho- 
mologen Linien des zweiten Systems der Fall sein muss. Ebenso 
wird man schliessen, dass, wenn zwischen den zwei Linien 
des ersten Systems ein Berühren stattfindet, wobei die eine 
derselben immer auf der gleichen Seite der anderen bleibt, 
auch in den homologen Curven der anderen Systeme ein Sich- 
berühren stattfinden wird. Namentlich ist noch darauf auf- 
merksam zu machen, dass, wenn eine Curve und eine Gerade 
eines Systems sich in einem Punkte berühren, auch im coUi- 
neären System zwischen den zwei homologen Linien eine Be- 
rührung stattfinden muss. Denn diese zwei Linien müssen 
ja jedenfalls durch den Punkt gehen, welcher dem Berührungs- 
punkt der zwei Linien des ersten Systems homolog ist (§. 62, b) 
und ausser diesem Punkt können die Curven keinen anderen 
gemein haben. Auch kann man diesen Satz umkehren und 
sagen: wenn zwei homologe Curven zweier collineären Sy- 
steme durch zwei homologe Punkte gehen, so müssen die 
Tangenten dieser Punkte homologe Gerade sein, denn, wenn 
das nicht wäre, so käme man sogleich mit dem direkten Satz 
(§. 62, d) in Widerspruch. 
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Wenn bei der Ck)llineation der zwei Systeme noch die 
Gegenaxen gegeben sind, so können von der gegebenen Ge- 
stalt einer Curve des einen Systems noch mehr Schlüsse 
über die Gestalt der homologen Curve des andern Systems 
gemacht werden. Denn liegen in dem einen System eine ge- 
schlossene Curve und die Gegenaxe aus einander, so dass sie 
keinen Punkt mit einander gemeinschaftlich haben , so kann 
auch in dem andern System die homologe Curve mit keinem 
Punkt im unendlichen Raum liegen (§. 44). 

Wird aber die Curve des einen Systems von der Gegen- 
axe in zwei Punkten C und D geschnitten (Fig. 36) , so muss 
die homologe Curve des coUineären Systems durch die Punkte 
C und D' gehen, die jenen Schnittpunkten homolog sind 
(§. 62 , b) , welche aber im unendlichen Raum liegen (§. 44)^ 
folglich liegt diese Curve des zweiten Systems mit zwei Punk- 
ten im unendlichen Raum. Wie aber die Gegenaxe die eine 
Curve in zwei Bögen DAC und DBC trennt, die nur in den 
Punkten C und D mit einander zusammenhängen, so muss • 
auch die unendlich entfernte Gerade die Curve des collineären 
Systems in zwei Bogen C'A'D' und C'B'D" trennen, die nur 
mit zwei Punkten des unendlichen Raumes zusammenhängen. 
Zieht man aber, um diese Vorstellung noch zu vervollständi- 
gen in den Punkten C und D Tangenten an die Curve des 
einen Systems , welche sich in einem Punkte T schneiden , so 
werden auch ihre homologen Linien des andern Systems 
zwei gerade Linien sein, welche die Curve C'A'D'D"B'C" 
in zwei Punkten des unendlichen Raumes berühren, und in 
einem Punkt T' des endlichen Raumes convergiren , der mit 
dem Punkte T homolog ist (§. 62, b). 

Solche gerade Linien, welche einer Curve sich immer 
mehr nähern, aber erst, in einem Punkt des unendlichen 
Raumes wirklich mit ihr zusammentreffen und sie dort be- 
rühren, heissen Asymptoten. Wenn aber nun in diesen homo- 
logen Geraden der Convergenzpunkt T dem Convergenzpunkt 
T' entspricht, so entsprechen dem Punkte C der Geraden CT die 
unendlich entfernten Punkte C, C" der Geraden CT', welche 
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aber in der Anschanmigsweise der neaeren Geometrie nur als 
ein einziger Ponlct (welcher durch denselben Modolns bestimmt 
ist) betrachtet wird. Die zwei getrennten Aeste der homo- 
logen Corre haben also eine solche Lage, dass die zwei Halb- 
äste A'C nnd B'C mit den unendlich entfernten Ponkten 
der Geraden CC zusammenlaufen, nnd die Tangente C'C 
erscheint andererseits, wenn man die unendlich entfernten Punkte 
als verschieden betrachten will, als die Verbindungslinie der- 
selben. Dasselbe ist der Fall mit der Tangente D'D''. Wenn 
endlich der Bogen CAD der einen Curve in stetig aufeinander 
folgenden Punkten die zwei Punkte C und D einerseits mit 
einander verbindet, und nun andererseits dasselbe auch durch 
den Bogen CBD geschieht, so werden nach dem Gesetz- der 
gleichen Aufeinanderfolge auch im collineären System die un- 
endlich entfernten Punkte (C, C") und (D', D") durch die Bo- 
gen C A'D' und C'B'D" verbunden werden, so dass die zwei 
Aeste hier als durch die Asymptoten von einander getrennt 
erscheinen. Diese Trennung ist aber nur ein Schein, sobald 
inan die Anschauung der Aufeinanderfolge, wie sie die neuere 
Geometrie verlangt, festhält^ wo die unendlich entfernten Punkte 
in der Richtung von C'C", so wie die in der Richtung von 
DD" als identisch betrachtet werden. 

Wenn endlich die Curve des einen Systems ihre Gegen- 
axe berührt, so muss auch die homologe Curve des collineä- 
ren Systems die unendlich entfernte Gerade in einem Punkt 
berühren, welcher jenem homolog ist (§. 62). Man wird also 
wie im Vorausgehenden schliessen, dass diese zweite Curve 
mit einem Punkt im unendlichen Raum liegt, also im endli- 
chen Raum als eine Linie erscheint , welche nach zwei Seiten 
hin in's Unendliche verlauft , um sich dort wieder zu verei- 
nigen. Eine solche Curve hat aber keine Asymptoten , weil 
die Tangente, welche sie in einem imendlich entfernten Punkt 
berührt, selbst im unendlichen Raum liegt. Alle Tangenten 
des endlichen Raumes berühren sie also auch in Punkten des 
endlichen Raumes. 

Wenn zwei collineäre Curven zugleich perspektivisch lie- 
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gen, so gewinnen die gemeinschaftlichen Tangenten, und wenn 
jene Curven sich schneiden, die Schnittpunkte eine ausge- 
zeichnete Bedeiltung. Es sollen auch hier nur Curven der 
zweiten Ordnung vorausgesetzt werden, welche von einer Ge^ 
radfen höchstens in zwei Punkten geschnitten werden, und an 
welche von einem äusseren Punkte aus höchstens zwei Tan- 
genten gezogen werden können. Bemerkt man nun, dass auf 
jedem Collineationsstrahl *zwei homologe Gerade der collineä- 
rcn Systeme vereinigt sind, so folgt sogleich aus §.52,bundc, 
dass, wenn ein Collineationsstrahl die eine Curve in zwei 
Punkte schneidet, oder in einem Punkt berührt, auch ihre ho- 
mologe Curve des collineären Systems das Gleiche von ihrem 
Collineationsstrahl erfahren muss; auch folgt umgekehrt, dass, 
wenn zwei coUineäre und perspektivische Aeste eine gemein- 
schaftliche Tangente entsprechend gemein haben, diese ein 
Collineationsstrahl sein und also durch das CoUineations- 
centrum gehen muss (§. 46). 

Weil femer auf der Collineationsaxe perspektivischer Sy- 
steme alle Punkte entsprechend gemein sind, so muss die Col- 
lineationsaxe, wenn sie die eine von zwei solchen homologen 
Curven schneidet oder berührt, auch die andere in denselben 
Punkten schneiden und berühren; und umgekehrt (§.62,a). 



Fiiuftes Buch« 

Der Kreis. 

' A* Conformltat des Kreises. 

§. 65. Auch bei zwei ausser einaoder liegenden confonnen Vielstrahlen 
kann man die Unterscheidung der einstimmigen und entgegengesetzten 
Lage noch in Anwendung bringen. Zeichnet man nämlich noch einen 
dritten Hilfsvieistrahl , welcher mit dem ersten den Scheitel gemein- 
schaftlich hat, und dessen Strahlen mit denen des zweiten Vielstrahls 
parallel gehen und demgem9ss homolog genannt werden, so sind die 
zwei gegebenen Vielstrahlen in einstimmiger Lage, wenn der erste Viel- 
strahl mit dem Hilfsvielstrahl in einstimmiger Lage sich befindet; im 
andern Fall sind die zwei gegebenen Vielstrahlen in entgegengesetzter 
Lage. Solche einstimmige oder entgegengesetzte conforme Vielstrahlen 
theilen auch jede Transversale, die nicht zmischen ihren Scheiteln hin- 
durchgeht, entsprechend in zwei conformen Punktreihen einstimmiger 
oder entgegengesetzter Lage. 

§. 66. Zwei Vielstrahlen, deren homologe Strahlen in Punkten 
einer Kreislinie convergiren und deren Scheitel auf eben dieser Kreis- 
linie liegen, sind einander 'gleich in einstimmiger Lage, liegen aber pro- 
jektivisch gegen einander, und es sind die zwei Strahlen, welche in 
ihrer Scheitellinie vereinigt sind, nicht unter sich, sondern denjenigen 
Strahlen homolog, welche die Kreislinie berühren. 

Umgekehrt: Wenn zwei gleiche Vielstrahlen sich in einstimmiger 
aber projektivischer Lage befinden, so convergiren ihre homologen 
Strahlen in Punkten einer Kreislinie, welche durch ihre Scheitel geht, 
und es sind die in ihrer Scheitellinie vereinigten Strahlen mit denjeni- 
gen homolog, welche die Kreislinie berühren. 

§. 67. Sind eine Kreislinie und mehrere Tangenten derselben ge- 
geben, so haben diese die Eigenschaft, alle andern beliebig gezogenen 
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Tangenten conform zu tbeilen. Zwei ' aof solche Weise conform getheüte 
Tangenten liegen aber projektivisch , und die zwei Punkte, welche in 
ihrem Conyergenzpuni&t vereinigt sind, sind den Berührungspunkten 
der Tangenten homolog. 

Umgekehrt: wenn zwei Tangenten eines Kreises durch drei andere 
Tangenten geschnitten werden, und man sucht zu diesen drei Paaren von 
Schnittpunkten weitere couforme Punkte , und verbindet zwei homologe 
derselben durch eine Gerade, so bertlhrt sie den Kreis. 

§. 68. Diese Eigenschaften der Conformität des Kreises können auch 
noch in folgende Form gefasst werden : 

a) Jedes in einem Kreis Inbeschriebene Sechseck hat die Eigenschaft,, 
dass die drei Convergenzpunkte seiner gegenüberstehenden Seiten in 
Punkten einer geraden Richtung liegen. 

b) Jedes um einen Kreis beschriebene Sechseck hat die Eigenschaft, 
dass die drei Verbindungslinien seiner gegenüberstehenden Ecken in 
einem Punkt convergiren. 

c) Ist ein Viereck in einem Kreis beschrieben, so convergiren die 
Tangenten zweier gegenüberstehenden Ecken in einem Punkt der Diar 
gonale, welche die Convergenzpunkte der gegenüberstehenden Seiten 
verbindet 

d) Ist ein Viereck um einen Kreis beschrieben, so convergiren die 
Verbindungslinien der Berührungspunkte der gegenüberstehenden Seiten 
im Convergenzpunkt der Diagonalen, welche die gegenüberstehenden 
Ecken des umbeschriebonen Vierecks verbinden. 

Die bekannfe Eigenschaft des Kreises, dass die Periphe- 
riewinkel, welche auf gleichen Bogen aufstehen, einander gleich 
sind, gewinnt bei der Anschauungsweise der neueren Geome- 
trie eine beachtenswerthe Gestalt. Zieht man nämlich von 
den Punkten O und 0' der Peripherie durch die Punkte A, 
B, C der Kreislinie gerade Linien, so ist nach der angeführ- 
ten Eigenschaft der Peripheriewinkel 

< AOB = < AO'B und < BOG = < BO'C etc., 
d. h. aber in der Sprache der neueren Geometrie, es ist Viel- 
strahl 0, ABC = 0', ABC. Zugleich wird man sehen, dass 
diese Vielstrahlen sich in einstimmiger Lage befinden, sei es, 
dass man zu diesem Zweck in 0' einen Hilfsvielstrahl con- 
struiren will, dessen Strahlen denen des Vielstrahls O parallel 
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gehen, oder dass man, wie diess in Fig. 37 gescheh^i ist, 
eine Transversale ausserhalb 00' ziehen will, nm die Ein- 
stinunigkeit der Reihen a, /?, y und a', /?', 'f zu sehen, wel* 
che die Vielstrahlen O und O' auf den Transversalen hervor- 
bringen. 

Auch wird man sich überzeugen, dass dieser Satz um- 
gekehrt werden kann, wenn man bemerkt, dass zwei gleiche 
Vielstrahlen, durch ein Paar homologer Strahlen und ein Kreis 
durch drei Punkte seiner Peripherie vollkommen bestimmt 
sind. Sind z. B. OA und O'A zwei in A convergirende Strah- 
len der zwei gleichen und einstimmig liegenden Vielstrahlen 
O und O', und nimmt man nun nach einer Seite hin <i AO'B 
== <C AOB, so sind auch OB und O'B zwei homologe Strah^ 
len, welche den Punkt B bestimmen. Bei dieser Voraus- 
setzung liegen aber die Punkte O und 0' auf einer Kreislinie, 
welche durch die Punlcte A und B geht Weil aber die Kreis- 
linie schon durch drei Punkte bestimmt ist , so liegt auch der 
Punkt B nothwendig auf der Kreislinie, welche durch die 
. drei Punkte A, O und O' geht. Aus demselben Grund liegen 
die Convergenzpunkte aller andern homologen Strahlenpaare 
auf derselben Kreislinie. 

Diese conformen Vielstrahlen der Kreislinie befinden sich 
in projektivischer Lage schon desswegen, weil die Conver- 
genzpunkte A, B, C in den homologen Strahlen nicht in ge- 
rader Richtung sich befinden. Auch sieht man, dass der Strahl 
00' des Vielstrahls O mit dem Strahl O^ des Vielstrahls O' 
homolog ist, welcher den Kreis in 0' berührt, eben weil diese 
zwei Strahlen in dem Punkt O' der Kreislinie convergiren. 
Man kann dieses aber auch direkt sehen, indem der Strahl 00' 
mit dem Strahl OA einen Winkel AOO' macht, der eben so 
gross ist, als der Winkel AO'F, den die homologen Strahlen 
O'A und OF des gleichen Vielstrahls O^ mit einander machen, 
und von welchen der letztere den Kreis in O berührt 

Bei der vorausgehenden Auseinandersetzung wurden die 
Punkte A, B, G, in welchen die homologen Strahlen conver- 
giren, so genommen, dass sie alle in einem und demselben 
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durch 00' gebildeten Kreisabschnitt lagen; man wird Iddit 
sehen, dass sich diese Verhältnisse nieht ändern, ^wienn diese 
Punkte theilweise aiich^ im andern Abschnitte liegen, und die 
vorausgehenden Sätze haben daher eine unbeschiilnkte Gil» 
tigkeit. 

Die Conformität des Kreises erstreckt sich aber nieht blo& 
auf die inbeschriebenen Vielstrahlen , sondern auch auf die Tan- 
genten. Bezeichnet man nämlich die Punkte, in welchen die 
zwei Tangenten der Punkte O und O' (Fig. 38) von den Tangenten 
der Punkte A, B, C etc. geschnitten werden; beziehlich mit 
a, of', /?, z?', y, y', und zieht man nach diesen Punkten die 
Centralrichtungen Ja^ J/9, Jy, so wird man sogleich bemerken, 
dass Ja -a. OA, J/J J- OB, Jy -l oC, well die Centrakich- 
tung senkrecht auf der Berührungssehne der Tangente stehi 

Es ist also auch Yielstrahl J, aßy = O, ABC. 

Aus dem gleichen Grund ist J, «'/Sy = O', ABC, 
weU aber 0, ABC = 0', ABC (§.66), 

so folgt Yielstrahl J, aßy = J, a'/J'y' , 
also auch äßy 7\ o'ßy (§. 30). 

Diese conformen Punktreihen aßy und «'/jy liegen pro- 
jektivisch, denn es ist der Strahl JQ, welcher an den Con- 
vergenzpunkt Q gezogen wird, dem Strahl 00' des Vielstrahls. 
O homolog, weil diese Strahlen auf einander senkrecht stehen, 
folglich ist auch der Punkt Q der Tangente OQ dem Punkt O' 
der Tangente O^Q homolog. Ebenso schliesst man auch, dass 
der Punkt Q der Tangente O'Q dem Punkt O der Tangmte 
OQ homolog ist , und dass somit die zwei in Q vereinigten 
Funkte den Berührungspunkten O und O' der Tangenten ho- 
molog sind: so dass also aßyOQ 7\ «'/J'y'QO'. 

Man kann auch eine Umkehrung hiervon bewerkstelligen. 
Sind nämlich Q/J, Q/J' und ßß^ drei Gerade, welche einen. 
Kreis J in den Punkten O, 0' und B berfihren^ und sucht man 
zu QO/? und zu O'Qß' ein weiteres Paar homologer Punkte 
y und y', so muss auch die Gerade yy* den Kreis berühren. 
Denn wenn diess nicht so wäre, so könnte man ja von y aus 
eine Tangente an den Kreis ziehen, welche die andere Tan- 

1* a a 1 u M , acaere, eboae Qeometrie. q 
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gcnte in cman yod y dMhwnten INuikt y^ sdmetden wOrde. 
D» «bor um aadi dem Yonn^gdiaMleii Safas 

ndnadidarAjuialime /l)OQ Ä /''r'QO', 

so würde folgen, dass /^j^'QlV Ä/^/QO', was mU §. 20, a 

im Widetqmidi ist EBiiiussabo anch y/ den Kras berBhren. 

Diese Eignsebaft des Kreises in B<^ieff seiner inbeschrie- 
benen Vidstrahlen und sdner Tangentai, wddie als eine nn- 
mittdbare Folge d» GleicUieit der in dei|iselb«ft Abschnitt 
Hegenden Piaiplimewinkel uch ergab, f&brt sogleich noch 
auf folgende weitere merkwürdige Eigenschaft der Kreislinie, 
die im Wesmtlich^ nur eine and^e Fassvng des ConformitSts- 
gesetses sind. 

Ist nimlieh das Videcii: ABGDEF in den Kreis beschrie* 
ben nnd zidit man von den Punkten A und B aus Diagona- 
len (Fig. 39) nach den übrigen Ecken, so wird man zwei glei- 
die Vielsta-ahlen A, CDEF und B, CDEF erhalten, welche in 
projektivischer Lage conform sind, folglich müssen nach §. 40 
die Convergenzpunkte a, /?, y der gegenüberstehenden Seiten 
in einer Bichtong lii^en. 

Ist fnner ABCDEF ein Sechsseit (Fig. 40), das mn dnen 
Kreis besdirieben ist, so werden je vier Sdten dessdben, weil 
sie Tangenten des Kreises sind, die zwei übrigoi conform in 
projektivischer Lage theilen; das Sechseck hat also na^h §. 37 
die Eigenschaft, dass die Verbindungslinien AD, BE, CF der 
gegenüberstehenden Ecken in einem Punkt O convergiren. 

Ist femer ABCD ein Viereck (Fig. 41), das in einen Kreis 
besdirieben ist, und dessen Diagonal^i AG und BD in dem 
Punkt convergiren, so sind, wenn man auch noch die Tan- 
gente MH durch B und die Tangente MG durch D zieht 
B, ADCM und D, AMGB zwei conforme Vielstrahlen, in wel- 
chen die auf der Schdteliinie zusammen fallenden Strahlen 
den Tangenten BM und DM homolog sind (§. 66). Es hat also 
dieses Viereck die Eigenschaft, dass die Convergenzpunkte E 
und F seiner gegenüberstehenden Seiten mit dem Punkt M in 
dno^ geraden Richtung liegen (§. 41, c). Zieht m^n auch noch 
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in den Pudcten A und C die Tangenten JL und LH, 8o. muss 
aus demselben Grand auch der Ganv^encpunkt L mit den 
Punkten E und F in gerader Richtung liegen. Man kami aber 
auch die Punkte A und B als die Scheitel der zwei confor» 
men Y ielstrahlen A , BGD J und B , JCDA betrachten und ea 
folgt, dass der Gonvergenzpunkt J der Tangenten auf der 
Richtung OE liegt, und wenn man D und G zu Scheiteln der* 
Vielstrahlen wählt, so folgt ebenso, dass der Gonvergenzpunkt 
6 der Tangenten auf der Richtung OE liegt. Endlich findet 
man noch, dass die Punkte K, H, O und F in einer Rieh«» 
tung liegen. 

Ist 6HIK ein umbeschriebenes Viereck des Kreises, so 
werden je zwei Tangenten KG und IH durch die anderen 
Tangenten conform getheilt, und die in ihrem Gonvergenz- 
punkt M vereinigten Punkte sind nicht unter sieh, sondam 
beziehungsweise den Berührungspunkten D und B homolog- 
(g. 67). Das umbeschriebene Viereck GHIK hat also die Ei- 
genschaft, dass dessen Diagonalen Gl und HK in einem Punkt 
der Geraden DB convergiren, welche die Punkte D und B 
verbindet (§. 38, c). Aus gleichen Gründen müssen auch die Dia- 
gonalen Gl und HK in einem Punkt der Geraden AG con- 
vergiren ; es werden also überhaupt die Diagonalen der gegen- 
überstehenden Ecken des umbeschriebenen Vierecks in einem 
Punkt mit den Verbindungslinien der Berührungspunkte der 
gegenüberstehenden Ecken convergiren. 

B. Involution des Kreises. 

§« 69. Bringt man einen involutorischen Vielstrahl mit einem Kreise 
80 in Verbindung, dass der Scheitel desselben auf der Kreislinie liegt^ 
•0 heissen die Punkte der Kreislinie, in welchen sie von den Strahlen 
des involutorischen Vielstrahls getroffen wird, involutorischfr 
Punkte der Kreislinie. 

Solche involutorische Punkte der Kreislinie haben die Eigenschaft,, 
dass sie, mit irgend einem andern Punkt der Kreislinie verbunden,, 
stet» einen involutorischen Vielstrahl bilden ; auch theilen die Tangenten 
der involutorischen Punkte der Kreislinie jede andere Tangente der-^- 
selben Kreislinie in einer involutorischen Reihe von Punkten. 
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Die gaQxe InrolutioD de« Kreises ist darch zwei' Paare homolo- 
ger Puakte volULommeii bestimmt, so dass zu jedem weitem Punkt der 
Kieislinie nur noch ein einziger homologer Punkt existirt 

Es gibt zwei, beziehungsweise drei Arten der Kreisinvolution: 

a) Die zwei Reihen der homologen Punkte stehen in einstimmiger 
Aufeinanderfolge; dann gibt es nirgends einen Punkt, in welchem zwei 
homologe Punkte der Involution zusammenfallen. 

.b) Die zwei Reihen der homologen Punkte stehen in entgegenge- 
setzter Aufeinanderfolge; dann gibt es immer zwei Hauptpankte, d. 1l 
solche Punkte, in deren jedem ein Paar homologer Punkte vereinigt ist. 

c) In dem letzten Fall bilden die zwei Hauptpunkte mit einem 
Paar homologer Punkte vier harmonische Punkte der Kreislinie. Solche 
harmonische Punkte der Kreislinie haben also die Eigenschaft, dass sie 
mit jedem Punkt der Kreislinie einen harmomschen Vierstrahl bilden, 
und dass deren Tangenten jede andere Kreistangente in vier harmoni- 
echen Punkten schneiden. 

§. 70. Die involutorischen Punkte einer Kreislinie sind wirklich 
homologe Punkte zweier involutorischer GoUineationssysteme , und ha- 
ben also die Eigenschaft, dass alle Verbindungslinien der homologen 
Punkte in einem einzigen Punkt dem Centrum der GoUineation con* 
vergiren, und dass alle Paare von homologen Richtungen auf einer 
einzigen Geraden, der Axe der GoUineation, conveigirep. 

Umgekehrt: jede Kreislinie wird durch jeden Vielstrahl in invo- 
lutorischen Punkten durchschnitten. 

Das Involutionscentrum des Kreises heisst auch Pol; die Involu- 
tionsaxe Polare; die Collineationsstrahlen heissen Polstrahlen. *) 

Der Begriff der Involution führt noch zu folgenden Eigenschaften 
des Kreises : 

a) Pol und Polare trennen jedes Paar der homologen Punkte har- 
monisch; umgekehrt: wenn man auf den Polstrahlen zu dem Pol je die 
andern Punkte sucht, welche die homologen Punkte harmonisch tren- 
nen, so liegen sie alle auf einer Geraden, welche die Polare zu jenem 
Pol ist. 



*) Diese Benennungen erscheinen hier bloss als Abkürzungen, werden 
aber durch Eigenschaften des Kreises, welche spftter im Abschnitt E abge- 
handelt werden« als nothwendig gerechtfertigt 
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h) Die Polare steht senkreclit anf don centralen Polstrahl der 
Kreisinvolution. 

§. 71. In Betreff der verschiedenen Arten, welche die Kreisinvolu- 
tion darbietet, findet man Folgendes: f 

a) Haben die involutorischen Punkte eine einstimmige Aufeinander- 
folge, 80 liegt der Pol der Involution in der FlSche, und die Polare 
ausserhalb der Flüche des Kreises ; und umgekehrt. 

b) Liegt der Pol der Involution im Mittelpunkt des Kreises, so 
geht die Collineation in Uniformität über, die Polare ist eine Gerade 
des unendlichen Raumes; alle Durchmesser des Kreises halbiren sich 
gegenseitig. 

c) Haben die involutorischen Paukte eine entgegengesetzte Aufein- 
anderfolge, so liegt der Pol der Involution ausserhalb der Kreisfläche, 

• und die Polare schneidet, die Kreislinie in den zwei Hauptpunkten. 
Die Tangenten dieser Hauptpunkte gehen durch den Pol und sind also 
Pol strahlen. Umgekehrt: liegt der Pol der Kreisinvolution ausserhalb 
des Kreises, so schneidet die Polare die Kreislinie in ihren zwei Haupt- 
punkten, welche jedesmal existiren. Die Polare ist also die Berflhrungs- 
sehne der berührenden Polstrahlen. % 

d) Liegt der Pol im unendlichen Raum, so geht die Collineation 
wieder in Uniformität Aber , die Polare ist der auf den Polstrahlen 
senkrechte Durchmesser, welcher alle Sehnen der parallelen Polstrahlen, 
halbirt. 

e) Liegt der Pol auf der Kreislinie, so geht die Polare durch 
ihren Pol und berfihrt in demselben die Kreislinie. 

Bringt man einen involutorischen Yielstrahl mit einem 
Kreise in Verbindung , so entdeckt man weitere Eigenschaften, 
welche für die Kenntniss der Kreislinie von grosser Bedeutung 
sind. Ist z. B. P der Scheitel eines solchen involutorischen 
Vielstrahls , Fig. 108 a, welcher auf dem Umfang des Kreises J 
liegt, und dessen Strahlen auf derselben Kreislinie die Punkte 
A, B, C und A', B', C bestimmen, welche den Strahlen, 
selbst entsprechend bezeichnet sind, so heissen auch diese 
Punkte der Kreislinie involutorisch. Zu dieser Benennung 
gibt zunächst die Bemerkung Anlass, dass diese Punkte die 
Eigenschaft haben, mit jedem andern Punkt P' verbunden^ 
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meder einen inTolatorischai Vielstrahl sn erzeugen. Denn, 
weil Vielstrahl P involutorisch ist, so ist 

P, ABCC'B'A' Ä P, A'B'C'CBA (§. 31) 
aber nach §. 66 ist 

F, ABCCB'A' Ä P, ABCC'B'A' und 

P', A'B'C'CBA A P, A'B'C'CBA, 
folglich auch F, ABCCB'A' A P, A'B'C'CBA. 
Es ist also auch der Vielstrahl P' involutorisch. Denkt man 
sich nun durch die Punkte A, B, G, A^, B', C* Tangenten an 
den Kreis gezogen, so wird man vermöge §. 67 sogleich 
schliessen, dass auch die Schnittpunkte er, /}, y^ af^ ß\ /, wel- 
che sie auf der Tangente des Punktes P hervorbringen, sol- 
che Laga haben, dass aßyy'ß'af T^a^ß'y'yaß^ das heisst, dass 
4iese Schnittpunkte die Tangenten des Punktes P, imd ebenso 
auch jede andere Tangente desselben Kreises involutorisch 
Aheilen. 

Man wird sich auch sogleich überzeugen, dass die schon 
oft erwähnten Eigenschaften der Involution hier ihre Anwen- 
dung haben, dass nämlich wie die Involution des involutori- 
schen Vielstrahls durch zwei Paare von homologen Strahlen 
bestimmt ist, auch die involutorischen Punkte, welche er auf 
4er Kreislinie bezeichnet, durch zwei Paare von homologen 
Punkten A, B und A', B' vollkommen bestimmt ist, so dass 
zu jedem weiteren Punkt C nur ein einziger zugehöriger ho- 
mologer Punkt eidstirt. Man wird femer ebenso schliessen, 
4as8, wie der involutorische Vielstrahl zwei Fälle der einstim- 
JBlgen und entgegengesetzten Aufeinanderfolge seiner Stratum 
unterscheiden lässt, auch anöden involutorischen Punkten der 
Kreislinie diese Unterscheidung sich offenbaren muss, dass fer- 
set bei der einstimmigen Aufeinanderfolge wie im Vielstrahle 
kdne Hauptstrahlen, so auf der Kreisinvolution keine Haupt- 
punkte existiren; dass aber bei der enl^gengesetzten Auf- 
einanderfolge durch die zwei Hauptstrahlen des Vielstrahls 
juch auf der Kreislinie zwei Hauptpunkte der Kreisinvolntion 
bezeichnet werden. Man wird endlich weiter sdiliessen, dass 
wie die zwei Hauptstrahlen mit einem jeden andern Paar ho- 
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-mdoger Strahlen mm Itafmonisohiih Viebtrahl eraeügen^ AaÜi 
die £lrei Hauptpunkte der Kreislinie mit j^deih andern Pav 
homologer Puriite vier harmonisohe Punkte bezddhhen, 
das heisstf dass solehe hannonische Punkte die Eigeasdixft 
haben, mtt jedem Punkt der Kreispiteripheiie verbdnden, 'etfien 
hannonisehen Yielstrahl zu bilden, und dass ihre Tangenteh 
Jede andere Tangente hamonisch theilen. 

Diese Eigenschaften der involiito^sdien Punkte der Xrei^ 
finie wXren so weit schon merkwürdig genug, um die &eid* 
involution au dunraklerisiren, allein diese Benennui^ koniit 
ihr noch in einiem Wesentlicheren Siime zu. Hiervon scUJetit 
die Rede sein. Sind n&nüch die Punkte A, B, G, C, B\ A' 
des Kreises J mvolutorisch , so bilden sie mit einem beliebi- 
gen andern Punkt P des Umfanges verbunden den inTohfo^ 
rischen Vlelstenhl P, ABCOB'A'. Zieht man ntm noch in lA. 
und A' die Tangenten Aa und A^a^ 
so ist VielstraU A, aBC(yB'A' A P, ABCC«'AM « ^^ 
und Vielstrahl A', «B'C'CBA A P, A-B'C'CBa| ^* ' 
weQ aber der Vielstrahl P nach Vorauföetzung mvolutotfseh isl| 
so ist auch Vielstrahl P, ABCC'B'A' A P, A'B'C^BA, 
folglich Viefetrahl A, aBCC'B'A' A A', «B'C'CBA. 

Nun sind aber auf der ScheiteUinie dieser Vieli^tralilen A 
und A' zwei Jiomologe Strabloa va^änigt, die Vielstrahlen sind 
also nicht nur conform, sondern sie befinden sich auch in per- 
spektivischer Lage (§. 83). Die Convergenzpunkte ß^ y^ ^^ y 
der homologen Strahlen Hegen somit in einer lüditung -MN. 

Mit dem ghldieli Sedite wird man auch schliessen, wetfi 
man zwei andere homologe Puidrte B und B^ mit denllbrigeh 
homologen Punkten der Involution verbindet, di»s die homcdM^ 
gen Strahlen auf einer und derselben geraden Richtung ü^ 
gen. Weil nun aber zwei Paare soldier VerbindungsUniieib 
wie AB «id A'B^ AB' und A'B mit deheh der Vieistrahlen 
A und A' llberrinstimnieii, imd weil dorch die GonvergenA* 
punkte ß und ß' jener zwei Paalte die Iü^ einer Geradeh 
vottEonunm bestimmt isi^ so wird man scUKessejoi, diss die 
Cionve^genapunkte der lunliologen Stiahlen der VidstraMen 
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B und B' anf derselben Geraden MN convergiren, wie dier 
-jenigen der Vielstrahlen A und A'; kurz alle Richtungen, 
ivrielie zwei Paare homologer Punkte mit einander Yerbinden, 
Glmvergiren auf einer und derselben Geraden MN. Diese Eigen- 
sdiaft wird sogleich den Gedanken erwecken, dass die invo- 
hitorischen Punkte der Kreislinie fiberhaupt homologe . Punkte 
zweier involutorischen Gollineationssysteme seien, und dass 
die . Gerade MN die Collineati<msaxe derselben seiii werde. 
Diese Yermuthung wird auch gerechtfertigt. Denn drei sol- 
cher Linienpaare AB und A'B', BG und B'C^ AC und A^G', 
weichein den Punkten ß^y und i der Geraden MN conver- 
giren, gehören nach §.55 zweien coUinearen Dreiecken an, 
die sich in perspektivischer Lage befinden , so dass die Ver- 
Mndungslinie AA^, BB^ und CG' in einem Punkt O, dem Col- 
lineationscentrum, convergiren. Dasselbe Gesetz ist für jedes 
weitere Paar homologer Punkte anwendbar, und der Convergenz- 
punkt O ist schon durch zwei Paare von homologen Punkten 
bestimmt; es müssen daher alle Verbindungslinien der homo- 
logen Paare in einem und demselben Punkt O convergiren. 
Es sind also wirklich die involutorischen Punkte der Kreis- 
linie homologe .Punkte zweier involutorischen Gollineations- 
systeme flir eine Axe MN und ein Gentrum O. 

. Man kann diesen Satz auch umkehren, weil die ganze 
Kreisinvdution schon durch zwei homologe Paare von Punk- 
ten gegeben ist, welche das Gentrum O und die Axe MN be- 
stimmen. So oft man also von einem Punkt aus gerade 
Sichtungen durch den Kreis zieht, so bezeichnen sie involu- 
torische Punkte der Kreislinie, welche die Eigenschaft haben, 
dass. die homologen Verbindungslinien (Sehnen), so wie auch 
die homologen Tangenten des Kreises auf einer und derselben 
Geraden MN convergiren. 

Der Kurze halber mag hier schon das Gentrum und die 
Axe einer Kreisinvolution durdi die Benennungen Pol und 
Polare ersetzt werden. Man wird jetzt sich erinnern , dass 
awei homologe Punkte zweier involutorischen Systeme Centrum 
und Axe harmonisch trennen, §. 48, b , und man wird daraus 
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abstrahiren, dass diess auch bei der Ereisiny olution geschehen 
musd, und dass auch umgekehrt jedes Paar homologer Punkte 
durch ihren Pol und ihre Polare harmonisch gekennt werden, 
und dass auch die Polare durch diese Eigenschaft, die einer 
Umkehrung jfahig ist , construirt werden kann , wenn man auf 
den Sehnen der Polstrahlen zu dem Pole je den vierten Punkt 
der harmonischen Theilung aufsucht Unter den Polstrahlen 
ist derjenige besonders zu beachten, welcher durch den Mittel- 
punkt J des Kreises geht. Er bezeichnet zwei homologe Punkte 
(Fig. 42) , P und P', deren Tangenten auch homolog sind, und 
auf der Polare MN convergiren. Die Tangenten des Durch- 
messers PP' sind aber parallel zu einander; ihr Convergenz- 
punkt, durch welchen auch die Axe MN geht, liegt also im 
unendlichen Ramn. Die Polare MN ist also diesen Tangenten 
paraUel und steht auch wie sie auf dem Centralstrahl JO 
senkrecht. Diese Bemerkung hat Interesse, wenn man zu einer 
gegebenen Polare MN ihren Pol finden soll. Denn nun« 
weiss man, dass der auf MN senkrechte Durchmesser PP' 
durch den gesuchten Pol geht, und zwei homologe Punkte P, P' 
bezeichnet. Verbindet man also diese zwei Punkte mit einem 
Punkt d der Polare MN durch Gerade, bemerkt die Schnitt- 
punkte D und D^ dieser Geraden mit der Kreislinie, so sind 
auch sie zwei homologe Punkte, und die Verbindungslinie DD' 
derselben convergirt mit PP' in dem gesuchten Pol 0. Soll 
zum Pol die Polare gefunden werden, so ist die Con- 
struction noch einfacher , indem durch jedes Paar Polstrahlen 
je zwei Paare homologer Punkte A und A', B und B' be-: 
stimmt, die Convergenzpunkte y und y' der Verbindungslinien 
dieser vier Punkte und die Polare MN sogleich gezeichnet 
werden können. 

Was aber in Betreff der besonderen Fälle der Kreisinvo- 
lution gesagt ist, ergibt sich so unmittelbar aus den Eigen- 
schaften des involutorischen Vielstrahls, §. 31, und aus der 
Eigenschaft der harmonischen Theilung, §.7, dass nicht nfithig 
ist, weiter davon zu sprechen. Nur was von den Hauptpunkten 
der Kreisinvolution gesagt ist, dass nämlich die Polare durch 
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dieselben gehe, und dass die Tangenten derselben durch den 
Pol gehen, mag besonders erwiOint und hiebet daran eriimeit 
werden, dass die Hauptpunilcte der Involution nach §.46 nofli- 
wendig Punlrte der Golttneationsaxe , also der Polare, sind, 
und dass, weil in jedem derselben zwei homologe Punkte zu- 
sammenlGEiIlen , auch die Tangenten dieser homologen Punkte 
in einer Richtung zusammenfaUen , aber eben desswegen nadi 
§. 46, a zu den CoUineationsstrahlen gehören, und also 
durch den Pol gehen. 

G. Der involatorlBAe Yielstrahl. 

§• 72. Die KreuinTolotion gibt auch ihreneits wieder ihre be- 
sonderen AuftcblQsse Ober den involatorischen Vielstrahl, sie zei^: 

a) Wenn zwei Paare der homologen Strahlen eines inyolutorlscfaen 
Yielstrahls senkrecht aufeinander stehen, so stehen anch alle andern 
Paare der homologen Strahlen desselben Vielstrahls senkrecht auf ein- 
ander. Umgekehrt ist jeder Vielstrahl, der aus Strahlen gebildet wird, 
die paarweise senkrecht auf einander stehen, involutorisch. In diesem 
besondem Fall mag der involntorische Vielstrahl rechtwinklig heissen. 

b) In jedem Involutorischen Vielstrahl gibt es immer ein Paar 
homologer Strahlen, welche senkrecht auf einander stehen, wenn der 
Vielstrahl aber nicht rechtwinklig ist, so gibt es auch nur eii^ einziges 
Paar solcher senkrechter homologer Strahlen; alle andern Paare stehen 
schief auf einander. Diese zwei senkrecht auf einander stehenden ho- 
mologen Strahlen sollen Normalstrahlen heissen. 

c) Der involntorische Vielstrahl einstimmiger Aufeinanderfolge hat 
zwar zwei Normalstrahlen, aber keine Hanptstrahlen. Der involatori- 
sche Vielstrahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge hat sowohl zwei 
Hauptstrahlen, als auch zwei Normalstrahlen. Je zwei homologe Strah- 
len bilden mit den zwei Hauptstrahlen einen harmonischen Vierstrahl. 

d) Die zwei Normalstrahlen und die zwei Hauptstrahlen des letz- 
tern Falles bieten einen besondern Fall des harmonischen Vierstrabis 
dar, der dadurch ausgezeichnet ist, dass die Normalstrahlen die Win- 
kel halblren, welche die Hauptstrahlen mit einander machen. 

Umgekehrt: so oft in einem harmonischen Vierstrahl zwei nicht 
auf dnander folgende Stral^Ien "Winkel bilden, welche von den zwei 
tibrigen Strahlen halbirt werden, so stehen die letztern senkrecht aitf- 
einander. 
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Femer: So oft man die Nebenwinkel zweier SträUen Annäi swei 
Gerade halbirt , so eiliSlt man den beiondem Fall des harmoniseben 
Vierstrabis. 

Die Involution des Kreises ist geeignet, einige Aufschlfisse 
über den involutorischen Vielstrahl zu geben, die werth sind, 
dass man etwas dabei verweile. Fällt nämlich der Pol der 
Kreisinvolution (Fig. 109) mit dem Mittelpunkt O des Kreises 
zusammen , so sind die Endpunkte A und A^ B und B', C und 
C^ der Kreisdurchmesser homologe Punkte, §. 70 ; verbindet man 
nun diese Punkte mit irgend einem andern Punkt P des Kreis- 
umfanges, so erhält man einen involutorischen Vielstrahl (§. 69). 
in welchem je zwei homologe Strahlen PA und PA', PB und 
PB' etc. senkrecht auf einander stehen. Umgekehrt folgt auch, 
wenn man die Strahlen eines Vielstrahls paarweise senkrecht 
aufeinander zieht, dass ein Vielstrahl entsteht, der nothwendig 
involutorisch ist, weil ein durch den Scheitel P dieses Viel- 
strahls gehender Kreis die senkrechten Strahlen stets in den 
Endpunkten eines Durchmessers schneidet, so dass also die 
Verbindungslinien AA', BB' etc. im Mittelpunkt des Kreises 
conveigiren. In diesen Fall zeigt aber der Umkehrungssatz, 
§. 70, dass der Vielstrahl involutorisch ist. Und weil ein in- 
volutorischer Vielstrahl schon durch zwei Paare homologer 
Punkte bestimmt ist, so folgt noch weiter, dass, wenn zwei 
Paare eines involutorischen Vielstrahls senkrecht auf einander 
stehen , auch die Strahlen jedes andern Paares senkrecht auf 
einander stehen werden. 

Liegt aber der Pol der Kreisinvolution nicht im Mittelpunkt 
J des Kreises, sondern in iigend einem amlem Punkt O der 
Kreisfläche, Fig. 110, so kann man nur einen einzigen SteU 
O J durch den Mittelpunkt des Kreises ziehen, und nur dieser 
Strahl bezeichnet zwei hcHnologej Punkte A und A', welche 
cu zwei senkrechten Strahlen PA und PA^ des invoktini- 
s^en Vielstrahls P fiihren. Alle andern Polstrahlen bilden 
Sehnen im Krds wie BB', GC', wdcke zu selehen homolog« 
Strahlen ftüiren, die schief auf einander stehen, indem ein 
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Pcriphoiewiiikel BFB' stampf oder qpitz ist, je nadidon die 
Gerade BB^ mit P auf der gleichen Seite des Mittelpoiiktes, 
oder auf der entgegengesetzten liegt Umgekehrt sieht man 
ancli, wenn man irgend emen involutorischen Vielstrahl P hat 
und eine Kreislinie durch dessen Scheitel zieht, dass im- 
mer ein Paar homologer Strahlen PA und PA' senkrecht auf 
einander sein müssen, dass aber sonst keine andern homolo- 
gen Strahlen existiren, die senkrecht auf einander stehen, vor- 
ausgesetzt, dass der involutorische Yielstrahl nicht rechtwink- 
lig seL 

Wenn ein involutorischer Vielstrahl eine einstimmige Auf- 
einanderfolge seiner Strahlen wahrnehmen lässt, so muss diese 
Eigenscliaft auch den homologen Punktreihen ABCA'B'C zu- 
kommen, welche er auf der Kreislinie bezeichnet, und wie ein 
solcher Vielstrahl keine Hauptstrahlen hat, so können auch 
keine Hauptpunkte auf der Kreislinie vorkommen, da diese un- 
mittelbar durch jene bestimmt werden. Der Pol der Involu- 
tion liegt in diesem Fall in der Kreisfläche. Wenn aber der 
involutorische Vielstrahl eine entgegengesetzte Aufeinander- 
folge seiner homologen Strahlen bemerken lässt, so müssen 
auch die homologen Punktreihen der Kreisinvolution eine ent- 
gegengesetzte Aufeinanderfolge zeigen, Fig, 111. Und weil 
ein solcher Vielstrahl P stets zwei Hauptstrahlen PM und PN 
hat, so müssen dieselben zwei Punkte M und N auf der Kreis- 
linie bezeichnen, in welchen je ein Paar homologer Punkte 
vereinigt ist. Diese Punkte geben alsdann die Richtung MN 
der Involutionsaxe an, und die Tangenten dieser Punkte con- 
vergiren im Involutionscentnim (§. 71, c). Diese Haupt- 
strahlen PM und PN haben die Eigenschaft, mit jedem wei- 
tem Paar homologer Strahlen PB und PB' einen harmoni- 
schen Vierstrahl zu bilden, §. 31. 

Unter allen harmonischen Vierstrahlen ist derjenige ausge- 
zeiclmet, welcher durch die zwei Normalstrahlen PA und PA' 
gebildet wird. Der Polstrahl AA'^ der zu diesen Normal- 
strahlen gehört, -ist ein Durehmesser, welcher senkrecht auf der 
Involutionsaxe MN steht (§. 70, b), und welcher sowohl die 
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Sektie MN. als audi ihre Bögen hall»it Folglich ist AM := 
AN^ A^M = A'N. Man schliesst hieraus, dass auch die Pe- 
ripheriewinkel MPA^ und NPA', welche die Hauptstrahlen und 
Normalstrahlen mit einander machen, einander gleich sind. 
Die Normalstrählen und Hauptstrahlen eines involutorischen 
Vielstrahls bilden daher immer einen solchen harmonischen Vier- 
strahl, in welchem zwei nicht aufeinder folgende Strahlen senk- 
recht aufeinander stehen und zugleich die Winkel halbiren, 
welche die andern Strahlen mit einander machen. Man sieht 
leicht, wie dieser Satz auch lungekehrt werden kann. Zu 
denselben Resultaten führt aber auch schon der harmonische 
Yierstrahl, welchen man dadurch erhält, dass man seine Strah- 
len mit den Seiten und Diagonalen eines Parallelogramms pa- 
rallel zieht Der besondere Fall, von dem im Vorausgehen- 
den die Bede ist, tritt nämlich allemal ein, wenn das Parallelo- 
gramm die Gestalt eines Rhombus oder Rechtecks hat ; es \rird 
übrigens genügen , hierauf aufmerksam gemacht und auf die 
t'igur 10 hingewiesen zu haben, die hiezu gezeichnet worden ist. 

D. Reciprocitat des Kreises. 

§.73. Wenn zwei ebeoe Systeme so anf einander bezogen werden, dass 
Jedem einförmigen Grandgebilde des einen Systems wieder ein einfSr- 
mlges Grundgebilde des andern Systems entspricht, und wenn diese sich 
entsprechenden einförmigen Grandgebilde gleicher Art sind , so heissen 
die Systeme collineär. Wenn aber diese sich entsprechenden einför- 
migen Gebilde ungleicher Art sind., 90 dass jeder geraden Punkt* 
reihe des einen Systems ein Vielstrahl des andern Systems, und jedem 
Vielstrahl des ersten Systems eine gerade Punktreihe des andern Sy- 
stems entspricht, dann heissen die Systeme reciprok. Auch findet bei 
den reciproken Systemen immer noch die Ueberelnstimmung statt, dass 
die homologen einförmigen Gebilde, w^nn schon ungleicher Art, doch 
conform sind. 

§. 74. Untersucht man die Beziehungen, welche zwischen mehre- 
ren Polen und Polaren der Kreisinvolution stattfinden, so Überzeugt man 
sich sogleich, dass alle Punkte der Ebene, welche als Pole betrachtet 
werden, ein ebenes System zusammensetzen, welches demjenigen reci-- 
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]iro1c IM, das darch ilire Polare gebildet wiid. Dleae eilidlt ana fol- 
genden Satxen: 

a) Geht eine Gerade durch den Pol einer andern Geraden, so liegt 
anch auf ihr der Pol der letzteren. 

b) Liegen mehrere Pole in einer Richtung, so gehen ihre Polarai 
dareh einen einzigen Ponkt, nämlich darch den Pol jener Bichtuog, 
und bilden somit einen Vielstrahl, welcher der Reihe jener Pole auf led- 
proke. Weise homolog ist. « 

c) Convergiren mehrere Gerade in einem Punkt, so dass sie einen 
Vielstrahl bilden, so liegen ihre Pole in einer Richtung, und bilden 
eine gerade Reihe von Punkten, welche jenem Vielstrahl auf reciproke 
Weise homolog ist. 

d) Ein Vielstrahl und eine Reihe von Punkten, welche in dem Sy- 
stem des Kreises in reciproker Weise homolog sind, sind auch InuBer 
conform. 

Der Begriff der GoUineatioii ist durchaus nothwendig, so- 
bald man den Weg der neueren Geometrie eingeschlagen hat, 
welcher die Absicht hat, ebene Figuren durch das Mittel der 
Lage aufeinander zu beziehen; er erscheint als die nothwen- 
dige Erweiterung des Begriffes der Conformität auf beliebige 
ebene Figuren, auf ebene Systeme. Der Umstand aber, dass 
das ebene System zwei ungleichartige einförmige Grundge- 
bilde, die Punktreihe und den Vielstrahl einschliesst , konnte 
dem umsichtigen Beobachter schon damals den Gedanken in's 
Bewusstsein rufen , dass die ebenen Systeme auch auf eine 
solche Weise aufeinander bezogen werden können , dass die 
ungleichartigen Grundgebilde sich entsprechen. Die Ereisinvo- 
lution führt übrigens von selbst zu einer solchen Beziehungi 
so dass dQr Begriff der Reciprocität als eine nothwendige Ter- 
minologie erscheint , um die Eigenschaften des Kreises in an- 
gemessene Ausdrücke einzukleiden. Es ist daher nicht no- 
thig, hier die Möglichkeit der Reciprocität nachzuweisen, da 
sie dem Leser sogleich in einer conkreten Gestalt entg^c^ 
tritt, aus der sie abstrahirt wird. 

Um die Beziehungen zwischen den Polen und Polaren 
eines Kreises zu forschen , betrachte man einen Punkt in 
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oder aimerliftlb eines Kreiaes (Fig. 43), so wird miii seme 
Poliure MN durch zwei PolstraUen constroiren , welche die 
homologen Punkte P und P', R und 'Bf auf der KreisUnie 
beseichnen, indem man die Convergemspunkte M und N der 
homologen Verbindungslinie jener Punkte aufsucht Es folgt 
aber aus §• 68 c, dass die Diagonale MN des Vierecks PBFR' 
durch den Convergenzpunkt T der Tangenten der Punkte P 
und P^ gehen muss. Nach §. 71, c ist aber der Punkt T der 
Pol der Geraden PP^ Es hat also jede durch den Pol O 
gehende Gerade die Eigenschaft, dass ihr Pol wieder auf der 
Polare MN liegt. Diese Gegenseitigkeit ist von bedeutenden 
Consequenzen. Convergiren nämlich mehrere Geraden ^A 91,. 
B9, GS etc. (Fig« 44) in einem Punkt O, welcher die Gerade 
MN zur Polare hat, so müssen dem Vorausgehenden gemäss 
auch die Pole A', B^ C' dieser Geraden auf der Polare MN 
liegen (§. 74, a). 

Umgekehrt: sind die Punkte ,A', B^ C einer geraden 
lUchtung MN gegeben, und man construirt ihre Polaren ASl,. 
BS), CS, so muss jede derselben (nach §. 74, a) den Pol O 
von der Richtung MN enthalten, und weil sie sonach den Punkt 
gemeinschaftlich haben, so müssen sie in demselben con- 
vergiren. Nun kSnnen aber alle Punkte der Ebene als Pole 
des Kreises betrachtet werden und setzen in dierer Eigenschaft 
ein ebenes System zusammen. Zu jedem solchen Punkt gehört 
aber eine Polare; die Polaren aller jener Pole setzen also 
ebenfalls ein ebenes System zusammen, das jenem so entspricht, 
dass jedem Punkt des ersten Systems eine Gerade des zwei- 
ten Systems homolog ist. Jeder Punktreihe A , B , G des er- 
sten Systems entspricht ein Vielstrahl des zweiten, und daher 
auch jeder Richtung MN ein Punkt , und folglich auch jedem 
Vielstrahl des ersten Systems eine Punktreihe des zweiten. 
Kurz, das System der Pole, welches seinerseits auch Linien 
und Vielstrahlen einschliesst , entspricht dem System der Po- 
laren, welches aus Punkten und Linien besteht, so dass jedem 
Punkt des einen Systems eine Gerade des andern, jeder 
Punktreihe des einen ein Vielstrahl des andern, und jedem 
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Vielstrahl des einen eine Punktreibe des andern entspricht; 
kurz, diese zwei ebenen Systeme bieten Alles dar, was von 
zwei reciproken Systemen verlangt wird. 

Will man zu einem gegebenen Vielstrahl des einen Sy- 
stems die homologe Punktreihe des andern construiren, so kann 
man die Sache sehr abkürzen. Man darf nur vom Mittelpunkt 
J aus die Senkrechten J3(, J3, J@ auf die betreffenden Strah- 
len fallen, was mittelst eines über JO als Durchmesser be- 
schriebenen Kreises leicht geschieht, dann werden diese Senk- 
rechten auf der Polare MN des Punktes O die gesuchten Pole 
A', B', C sogleich bestimmen. Denn die «Pole der Geraden 
A$(, BS etc. liegen je auf den Centralrichtungen JSl, J93 etc. 
(§. 70, b), und zugleich liegen sie auf der Polare MN (§. ^4, c). 
Die Schnittpunkte A^ B', C sind also die gesuchten Pole 
selbst. Man sieht leicht, wie man auf demselben Wege auch 
zu einer gegebenen Punktreihe des einen Systems] den ho- 
mologen Vielstrahl des andern Systems construiren kann. 
Zugleich zeigt aber diese Construction auch, dass der ge- 
gebene Vielstrahl und der Vielstrahl J, welcher durch die 
Centralrichtungen gebildet wurde, einander gleich sind, da ihre 
Strahlen senkrecht auf einander stehen. Gleiche Vielstrahlen 
sind aber auch conform, und die Punktreihe A', B', C des 
einen Systems ist also auch dem Vielstrahl 0, ABC des andern 
Systems conform. Man sieht hieraus, dass die homologen Ge- 
bilde der reciproken Systeme eines Kreises, obgleich sie 
nicht gleicher Art sind, doch an der Eigenschaft der Confor- 
mität Theil haben, wie diess auch bei den coliineären Syste- 
men der Fall ist. 

E. Polarlt&t des Kreises. 

§. 75. Wenn zwei reciproke Systeme zugleich involutorisch liegen^ 
und von ihnen als von einem System gesprochen wird , so heisst dasselbe 
ein Polarsystem. Die reciproken Systeme des Kreises haben diese 
Eigenschaft und bilden also ein Polarsystem, und diess ist der Grund, 
warum Involutionscentrum und Involutionsaxe im Kreis auch Pol und 
Polare genannt wurden. 



129 

WeüD der eine von zwei Punkten eines ebenen Polarsystems in 
der Polare des andern, und also auch der andere in der Polare des, 
ersteren liegt, so heissen sowohl die beiden Punkte, als auch die bei- 
den Geraden, deren jede durch den Pol der andern geht, einander con*. 
jugirt. Man wird also in Betreff der Ereispolarität folgende FSlle zu 
unterscheiden haben. 

a) Jeder Punkt in der Ebene des Kreises ist ailen Punkten, 
welche in seiner Polare liegen, und jede Gerade ist allen Geraden, 
welche durch ihren Pol gehen, conjugirt. 

b) Liegt ein Punkt auf der Kreislinie, so ist er sich selbst und 
allen Punkten seiner Tangente conjugirt, und berührt eine Gerade die 
Kreislinie, so ist sie sich selbst und allen Geraden, welche durch ihren 
Berahmngspunkt gehen, conjugirt. 

c) Sind zwei Punkte einem und demselben Punkte conjugirt, so ist 
dieser der Pol der durch die beiden ersten Punkte bestimmten Geraden« 
Sind zwei Gerade einer und derselben Geraden conjugirt, so ist diese 
die Polare des durch die beiden ersten Geraden bestimmten Punktes. 

d) In jedem in den Kreis beschriebenen vollständigen Viereck sind 
die Diagonalen einander paarweise conjugirt. In jedem Yierseit, das 
um einen Kreis beschrieben wird; sind die drei Gonvergenzpunkte der 
gegenüberstehenden Selten einander paarweise conjugirt. In diesen Drei- 
ecken, sei es, dass sie durch die drei Diagonalen oder durch die Eck- 
punkte der Gegenseiten gebildet werden , ist jedes Eck der Pol der 
gegenüberstehenden Seite, und jede Seite die Polare des gegenüberste- 
henden Eckpunktes; solche Dreiecke heissen Polardreiecke. 

§. 76. Einem besonderen Gesetze sind noch die conjugirten Ele- 
mente einer Richtung und eines Vielstrahls unterworfen. 

a) Die Paare von conjugirten Punkten, welche in einer Richtung 
liegen, bilden eine involutorische Punktreihe. 

b) Die Paare von conjugirten Linien, welche durch einen Punkt 
gehen, bilden einen involutorischen Vielstrahl. 

c) Liegt ein Punkt in der Kreisfläche, so bilden die durch ihn 
gehenden Paare conjugirter Linien einen involutorischen Vielstrahl ein- 
fltimnuger Aufeinanderfolge, der keine Hauptstrahlen hat. Liegt eine Ge- 
rade ausserhalb der Kreisfläche, so bilden die auf ihr liegenden Paare 
conjugirter Punkte eine involutorische Reihe einstimmiger Lage, welche 
keine Hauptpunkte hat. Zwei conjugirte Durchmesser stehen senkrecht 
aufeinander. 

Paulus, neuere, «beae Creometrie. > • 9 ' '■ 
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d) Liegt ein Punkt ausserhalb der Kreisfläche, so bilden die durch 
denselben gehenden Paare conjngirter Linien einen involotoriscben Viel- 
strahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge, der zwei Haaptstrablen bat, 
welche die Kreislinie berflhren. Schneidet eine Gerade einen Kreis, so 
bilden die auf ihr liegenden Paare conjugirter Punkte eine involuto- 
rische Reihe entgegengesetzter Aufeinanderfolge, die zwei Hauptpunkte 
bat, welche auf der Kreislinie liegen. 

Bei den reciproken Systemen des Kreises ist noch ein 
Umstand von Wichtigkeit, der nicht zu übersehen ist. Sind 
nämlich Figur 44 die Punkte A', B', C des ersten Systems 
den Geraden ASl, B93, CS des zweiten Systems homolog, 
welche in dem Punkt O convergiren, so ist auch die Rich- 
tung MN jener Punkte des ersten Systems dem Convergenz- 
punkt O jener Geraden des zweiten Systems homolog (§. 73). 
Es ist aber auch der Pol O, sofern ein Punkt des ersten Sy- 
stems in ihm liegt, der Polare MN des zweiten Systems ho- 
molog (g. 74, b). Sowohl eine Gerade des ersten Systems als 
auch eine Gerade des zweiten Systems entsprechen also, wenn 
sie in einer Richtung MN vereinigt sind , solchen homologen 
Punkten, welche ebenfalls wieder in einem einzigen Punkte 
Tereinigt sind. Die zwei reciproken Systeme des Kreises lie- 
gen also involutorisch , und setzen somit ein Polarsystem zu- 
sammen. Die Punkte nun, welche wie und A^ eine solche 
Lage gegen einander haben, dass jeder auf der Polare des 
andern Punktes liegt (§. 74, a), so wie auch solche Geraden, 
Ton welchen jede wie die Geraden MN und A% durch den 
Pol der andern geht, heissen einander conjugirt. Weil nun 
aber alle Punkte A', ß', C einer geraden Richtung MN sol- 
chen Geraden homolog sind, welche durch den Pol O ge- 
hen, und andererseits alle in convergirenden Geraden ihre 
Pole auf MN haben, so folgt, dass der Punkt O allen Punkten 
A'i B', C etc. seiner Polare conjugirt ist, und ebenso auch 
dass die Gerade MN allen Geraden AS, B3& etc. conjugirt ist, 
welche durch ihren Pol gehen. Auch folgt ferner, wenn die 
Punkte A' und B' einem dritten Punkt conjugirt sind, dass 
die Richtung MN der ersteren, die Polare des Punktes O ist, 
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und umgekehrt: wenn die Geraden A31 und BS der dritten 
Geraden MN conjugirt sind, dass der Convergenzpunkt O der 
zwei ersteren Geraden der Pol von MN ist Es können auch 
drei Punkte und drei Gerade paarweise einander conjugirt 
sein. Ist z. B. ABCD ein inbeschriebenes Viereck, Figur 41, 
dessen drei Paare der gegenüberstehenden Seiten in den Punk- 
ten O, E und F convergiren, so kann man F als Pol betrach- 
ten, und die Punkte A und B, D und C als homologe Punkte 
der Kreisinvolution, folglich ist die Gerade OE die Polare des 
Punktes F (§. 70). Die Convergenzpunkte und E, welche 
auf der Polaren des Punktes F liegen, Sind also dem Punkt P 
conjugirt Ebenso zeigt man auch, dass der Punkt E dea 
Punkten und F, und der Punkt den Punkten F und E 
conjugirt ist Zugleich sieht man hieraus, dass OE die Polare 
von F, OF die Polare von E, und EF die Polare von ist. 
Die drei Punkte bilden also ein Polardreieck OFE, Auf glei- 
che Weise findet man auch, dass die Diagonalen OF, OB 
und EF eines umbeschriebenen Vierecks GHIKLM einander 
paarweise conjugirt sind, und ein Polardreieck OEF bilden, 
dessen Seiten die Polaren der gegenüberstehenden Ecken bil- 
den. Man sieht, wie durch den Begriff der Polarität die Ei- 
genschaften des in- und umbeschriebenen Vierecks auf einea 
gemeinschaftlichen Ausdruck gebracht werden. 

Es ist noch zu untersuchen, welchem Gesetz die Punkte 
einer Geraden und die Strahlen eines Vielstrahls, welche paar- 
weise einander conjugirt sind, unterworfen sind. Es sei da- 
her O der Pol der Geraden MN, Fig. 112, und auf MN nehme 
man die Punkte or, /?, y beliebig und construire ihre Polarea 
Aä, BS, CS, weiche die Gerade MN in den Punkten a', ^ 
und y' schneiden, so sind die Punkte a und «', /? und /^, y 
und y^ einander conjugirt (§. 75 , a). Ebenso sind auch die 
Geraden Oa und Ö«', Oß und 0/J', Oy und Oy' einander zu- 
geordnet, und es ist auch vt der Pol von Oa, /?' der Pol von 
0/9, f der Pol von Oy. Nach dem Gesetz der Redprocität 
(§. 74, d) ist aber die Punktreihe a'ß*y*aßy^ welche durch die 
Pole der Strahlen des Vielstrahls O, apyafß'y' gebildet wird. 



132 

fiesem Vielstrahl confonn, es ist also die Pimktreihe €cßya*ß*y^ 
welche durch die Strahlen jenes Vielstrahls unmittelbu* be- 
zeichnet wird, der Reihe c^ß'y'aßy^ welche durch ihre Pole 
bezeichnet wird, conform, d. h. es ist die Reihe aßya'ß'y' und 
folglich auch der Vielstrahl 0, aßyo^ß'y' involutorisch. §. 21. 
Wenn man die Figuren 112, a und b betrachtet, so wird 
man sogleich die zwei Unterschiede bemerken , welche eintre- 
ten, je nachdem die Reihen der einander zugeordneten Funkte 
den Kreis schneiden oder nicht, und je nachdem die Scheitel 
des Vielstrahls, dessen Strahlen paarweise einander zugeord- 
net sind, innerhalb oder ausserhalb der Kreisfläche liegen. 
Die Durchfuhrung im Einzelnen kann dem Leser überlassen 
bleiben. 

F. Aehnliehkelt der Kreise. 

§. 77. Jede zwei Kreise einer Ebene siqd ähnliche Curven In per- 
•pektivischer Lage für zwei Aehniichkeitspunkte, welche ihre Mittel- 
punkte im Verhältniss ihrer Halbmesser harmonisch trennen, dabei ist 
noch zu bemerken: 

a) Dass die Mittelpunkte der Kreise selbst homologe Punkte sind. 

b) Dass zwei parallele Halbmesser stets auch zwei homologe Li- 
nien sind, and also auf den Kreislinien homologe Punkte bezeichnen. 
Sind zwei parallele Halbmesser nach der gleichen Richtung gezogeo, 
so bezeichnen sie zwei Punkte der Kreislinien, welche ffir den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt homolog sind. Sind zwei Halbmesser nach entgegen- 
gesetzter Richtung gezogen, so bezeichnen sie zwei Punkte der Kreis- 
linien, die für den inneren Aehnlichkeitspunkt homolog sind. 

c) Jeder Gentralstrahl, und überhaupt jedes Paar homologer Seh- 
nen schneiden ähnliche Abschnitte von den Kreisen ab, d. h. solche 
Abschnitte, deren Sehnen sich verhalten, wie die Kreishalbmesser, und 
denen beziehlich gleiche Centri- und Peripheriewinkel entsprechen. 

d) Berflhrt ein Collineationsstrahl einen der Kreise, so berührt er 
auch den andern und ist ihre gemeinschaftliche Tangente. 

e) Homologe Sehnen zweier Kreise schiteiden sich in homologen 
Punkten, theilen sich proportional, und ihre homologen Abschnitte ver* 
halten sich wie die zwei Halbmesser der Kreise; und alle durch 



133 

solche homologe Punkte in der Kreisfläche gezogenen Parallelen sind 
wieder homologe Linien. 

f) Die Polaren des Aehnlichkeitspunktes sind homologe Linien der 
zwei gegebenen Kreise. 

§.78. In Betreff der besondern Fälle ähnlicher Kreise ist übet- 
diess noch zu bemerken: 

a) Wenn sich zwei Kreise von aussen berühren, so ist ihr Be^h«« 
ningspunkt zugleich ihr innerer Aehnlichkeitspunkt; und wenn sich 
zwei Kreise von innen berühren, so ist ihr Berührungspunkt zugleich 
ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt. 

b) Sind zwei Kreise concentrisch , so fallen beide Aehnlichkeita- 
punkte im Mittelpunkt des Kreises zusammen. 

c) Ist der Halbmesser eines der Kreise unendlich klein, und also 
dieser Kreis auf einen Punkt reducirt, so fallen mit ihm die beiden 
Aehnlichkeitspunkte zusanunen. 

d) Ist der Halbmesser eines der zwei Kreise unendlich gross, so 
dass ein endliches Stück seiner Kreislinie in Form einer Geraden er- 
scheint, so liegen die zwei Aehnlichkeitspunkte auf der Peripherie des 
endlichen Kreises, und zwar fallen sie in die Endpunkte desjenigen 
Durchmessers , welcher auf der Geraden senkrecht steht, die ein Stück 
der unendlich grossen Kreislinie darstellt. 

e) Sind zwei Kreise endlicher Dimension gleich gross, so verwan- 
delt sich ihre Aehnlichkeit in Uniformität. Ein Aehnlichkeitspunkt hal- 
birt ihre Centraldistanz und der andere liegt in unendlicher Entfernung. 

§. 79. Sind drei Kreise in einer Ebene gegeben, so gehören zu jedem 
Paar dieser Kreise zwei Aehnlichkeitspunkte, welche wir gleichnamig 
heissen, zum Gegensatz der Aehnlichkeitspunkte verschiedener Kreift- 
paare, die ungleichnamig genannt werden. Von diesen sechs Aehnlich- 
keitspunkten der drei Kreise, liegen je drei ungleichnamige in einer 
geraden Linie, welche somit ein gemeinschaftlicher Aehnlichkeitsstrahl 
.der Kreise ist. Drei Kreise haben daher vier gemeinschaftliche Aehn- 
lichkeitsstrahlen ; einer derselben geht durch die drei äusseren Aehn- 
lichkeitspunkte, die drei übrigen verbinden je einen äusseren Aehnlich- 
keitspi^nkt, mit zwei andern ungleichnamigen Innern Aehnlichkeitspunkten» 

Jeder gemeinschaftliche Aehnlichkeitsstrahl von drei oder mehreren 
Kreisen ist eine homologe Linie dieser Kreise; wenn er also einen der 
Kreise schneidet, so schneidet er auch die anderen zwei Kreise, und 
bildet in ihiieD -ähnliche Abschnitte \ w:enn er einen der drei Kreise be- 
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xHlirt, fo berflkft er aiicli die zwei aBdcRB Kreise; wenn er einen der 
Kreifle niclit idbneidet, lo tchnadet er andi keinen der drei anderen 



üefoeriumpt hat jeder gemeinschaftliclie AehnlichkcitagtTahl mehrerer 
Kreiie eine lolche Lage, daas die Halbmesser der Kreise and die £nt* 
üemongen ihrer Mittelpunkte Ton dem gemcinsdiafUichen Aehnliclikeits- 
strahl ein eonstantes VerfaUtniss zu einander haben. 

§. 80. Von besonderen Fillen dreier Kreise, die in einer £bene 
gegeben sind, ist za bemerken: 

a) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berührt, so li^en die 6e- 
zfihrongspnnkte des ersten Kreises auf einem AehnlichkeitsstTahl der 
letzteren Kreise, nnd zwar ist bei einer gleichartigen Beiühning dieser 
Aehnlichkeitsstrahl ein insserer, und bei einer uDgleichartigen BerOh- 
rang ein innerer. 

b) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise bertihrt, nnd man verbindet 
einen Ponkt seiner Peripherie mit den Berflhmogspankten, so schneiden 
die Verbindungslinien die zwei andern Kreise in homologen Punkten, 
die tlbereinstimniend mit der ungleichartigen oder gleichartigen Berfih- 
rang zu ihrem inneren oder Süsseren Aehnlichkeitspunkt gehören. 

c) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berOhrt, und man verbindet 
zwei homologe Punkte der letzteren, die fibereinstinimend mit der gleich- 
artigen oder ungleichartigen Berührung zum Susseren oder inneren Aehn- 
lichkeitspunkt gehören, so schneiden sich die Verbindungslinien auf 
der Peripherie des Berührungskreises. 

Sind zwei Krase J und J' in ein«r Ebene gegeben, Fi- 
gat 46, und zieht man von ihren Mittelpunkten aus parallele 
Halbmesser JA || J'A', JB i| J%' etc. , so bilden diesdben zwei 
Reiche und desswegen auch conforme Yielstrahlen, welche ge- 
gen eine unendlich entfernte Axe perspektivisch liegen. Auf 
den homologen Strahlen dieser Vielstrahlen bezeichnen die 
:2wei Kreislinien solche Punkte, welche proportionale Abschnitte 
begränzen, indem JA : J'A' =» JB : J'B^ Man schliesst hier- 
aus, dass die zwei Kreislinien homologe Curven zweier ähn- 
lichen und perspektivisch liegenden Systeme sind, deren Cen- 
trum durch die Verbindungslinien AA', BB', welche in dem- 
selben converg^en, bestimmt wird uud dass der Modulus 
dieser Collineatlon dem VerhSltniss der Kreishaihmesser JA : 
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d'A! gleich ist (§« 53). Es ist jedoch i^u bemerken, daas man 
2u jedem Punkt A der einen Kreislinie zwei homologe Punkte 
A' und %' erhält, der eine wird durch den in gleicher Rich^ 
tung gezogenen Halbmesser, der andere durch einen Halbmes- 
ser, der in entgegengesetzter Richtung gezogen ist, bestimmt 
Wir erhalten also homologe Punkte der gleichartigen Lage 
(A und AJ) , und homologe Punkte der ungleichartigen Lage 
(A und %*). Der Aehnlichkeitsstrahl AA' der homologen Punkte 
der gleichartigen Lage durchschneidet die Gentraldistanz JJ' 
in einem äussern Punkt 0, der Aehnlichkeitsstrahl AW der ho- 
mologen Punkte der ungleichartigen Lage durchschneidet die 
Gentraldistanz unmittelbar in dem Aehnlichkeitspunkt 0^ Die 
Kreise sind also sowohl für den äusseren als für den inneren 
Aehnlichkeitspunkt homolog. Aus dieser Deduktion leuchtet 
von selbst ein, dass die Hittelpunkte J und J' als die Scheir 
tel der homologen Yielstrahlen ebenfalls homologe Punkte sind. 
Und wenn man das Viereck A%WAf in's Auge fasst, so wird 
man bemerken , dass die Punkte J und 3\ welche auf den 
Seiten A81 und A'ä' liegen, durch die Punkte und 0' har- 
monisch getrennt werden (§. 41, d), und dass der Modulus der 
harmonischen Theüung JO : J'O = JA : 3'W dem Varhält- 
niss der Halbmesser gleich ist 

Alle folgende Sätze 77 , c , d , e , f sind nichts Anderes^ 
als eine Wiederholung der Sätze 53 und 62, dass es nicht 
nöthig scheint, weiter darauf einzugehen. Man kann nur etwa 
das noch bemerken, dass Bogen AB oo A'B', weil JA U J'A', 
JB II J'B', folglich < A JB = < A' J'B'. 

In dem besondern Fall, dass sich zwei Kreise von aus-» 
sen berühren, Fig. 47, liegt der Berührungspunkt auf der 
Richtung der Centralen JJ^ und hat eine solche Lage, dass er 
die Gentraldistanz im Verhältniss des Kreishalbmessers theilt. 
somit ist er ihr innerer Aehnlichkeitspunkt. Berühren sieh die 
Kreise von innen, Fig. 48, so liegt der Berührungspunkt auf 
der Yerlängernng, der Gei]^raldi8tanz JJ', und zwar hat er eine 
solche Lage, dass die Abschnitte OJ und OJ' dem Yerhältr 
tiiss der Kreishaibmesser gleich sind, der Punkt O ist also 
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ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt Der Aehnlichkeitspunkt 
zwischen einem Kreis J und einer Geraden MN, Figur 49, 
die als das endliche Stück einer unendlich grossen Kreislinie 
betrachtet wird, kann ganz regelmässig dadurch construirt 
werden, dass man eine Gerade J'A' -»- MN zieht, um einen 
Halbmesser J'A' des unendlich grossen Kreises zu haben, und 
nun im endlichen Kreis den Durchmesser 31A parallel J'A' 
zieht. Weil aber parallele Halbmesser zweier Kreise homo- 
loge Punkte bezeichnen, so sind die Punkte A und A', 8[ und 
A' homologe Punkte der gleichartigen und ungleichartigen 
Lage. Die Punkte A und ?l sind aber die Aehnlichkeits- 
punkte selbst, weil sie bereits auf dem Centralstrahl liegen, 
und weil die Verbindungslinien AA' und 21A', die Centrale 
eben nur in diesen Punkten A und ?t selbst schneiden; und 
zwar ist A der äussere und 51 der innere Aehnlichkeitspunkt, 
so fern man voraussetzt, dass der Mittelpunkt des unendlich 
grossen Kreises mit dem Punkte J auf einerlei Seite der 
Geraden MN liege, da bei dieser Voraussetzung die Halb- 
messer JA und J'A' nach der gleichen Richtung gehen, wäh- 
rend JA und J'A' entgegengesetzte Richtung haben. Es ist 
jedoch nicht zu übersehen, dass eben die hier ausgesprochene 
Voraussetzung eine Willkürlichkeit enthält, und dass man auch 
annehmen kann, dass der Mittelpunkt des unendlich grossen 
Kreisses auf der entgegengesetzten Richtung liege. Bei der 
letzten Annahme stellt sich aber der Punkt A als innerer und 
der Punkt ^ als äusserer Aehnlichkeitspunkt heraus. Es bleibt 
dem gemäss über die nähere Bezeichnung des Aehnlichkeits- 
punktes eine Zweideutigkeit übrig, die in der Natur der 
Bäche liegt und nicht hinwegzuräumen ist. 

Dass die zwei Aehnlichkeitspunkte zwischen einem Punkt 
in einem endlichen Kreis mit dem Punkt zusammenfallen, 
fällt in die Augen. 'Sind zwei Kreise concentrisch, so fallen 
je zwei parallele Halbmesser aufeinander, die Aehnlichkeits- 
strahlen convergiren alle im gemeinschaftlichen Mittelpunkt der 
concentrischen Kreise , dort ist also auch ihr Aehnlichkeits- 
punkt, und zwar sowohl ihr äusserer als ihr innerer. Sind 
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endlich zwei Kreise gleich gross, so ist das Verhältniss ihrer 
Collineation gleich Eins, folglich liegt ihr innerer Aehnlich- 
keitspunkt in der Mitte der Centraldistanz, und ihr äusserer 
Aehnlichkeitspunkt in unendlicher Entfernung (§. 3). 

Sind drei Kreise A, B, C gegeben, Fig. 50, und sind c 
und «', ß und /?', y und y' ihre Aehnlichkeitspunkte , so sind 
"die drei Kreise für eine und dieselbe unendlich entfernte Col- 
lineationsaxe paarweise homolog; folglich müssen je drei un- 
gleichnamige Aehnlichkeitspunkte in einer geraden Linie lie- 
gen (§. 49, b). Ist nun aßy ein gemeinschaftlicher Aehnlich- 
keitsstrahl der drei Kreise A, B und C, so fallen auf demselben 
je zwei homologe Linien eines jeden Kreispaares zusammen 
(§. 45, c). Derselbe schliesst also für je zwei Kreise ein Paar 
homologer Linien in sich. Schneidet er also einen Kreis, so 
muss er auch die andern Kr«ise schneiden und in allen drei 
Kreisen ähnliche Abschnitte bilden, wenn er einen Kreis 
berührt, so muss er die andern Kreise auch beiühren (§. 77, 
d, e, f etc.). Zieht man nun aber von den Mittelpunkten 
Senkrechte Aa, B J, Cc auf einen gemeinschaftlichen Aehnlich- 
keitsstrahl, so sind sie unter einander parä:llel und als solche 
ebenfalls homologe Gerade der Kreise (§. 77 , b) , welche den 
Aehnlichkeitsstrahl in homologen Punkten a, b, c schneiden 
werden (§. 42, e). Zwei homologe Linien ^wischen homologen 
Punkten sind aber proportional , und ihr Verhältniss zu ein- 
ander ist dem Verhältniss der Kreishalbmesser gleich. Sind 
daher AR, BR', CR" die Halbmesser der Kreise, so verhält sich 

Aa : Bb = AR : BR' 
Aa : Cc = AR : CR", 
also Aa : AR = Bb : BR' = Cc : CR". 

Berührt einer der drei Kreise, etwa der Kreis C, die zwei 
anderen Kreise A und B von aussen (Fig. 51)", so sind die 
Berührungspunkte «'und ß* innere Aehnlichkeitspunkte (§. 78, a), 
welche mit dem äussern Aehnlichkeitspunkt y der Kreise A 
und B in einer geraden Linie liegen (§. 79); mithin ist a' ß* 
ein äusserer Aehnlichkeitsstrahl der' Kreise A und B. Das 
]gleiche Resultat findet man, wenn der Kreis C die Kreise A 
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und B von innen berfihrt, wenn aber der Kreis € den eaien 
Kreis A von aussen und den andern B von innen berohrt, 
so ist ß' ein innerer und a ein äusserer Aehnliehkeitspunkt, 
folglich wird der andere Aehnliehkeitspunkt y'^ der mit ^ 
und a in gerader Linie liegt, nothwendig ein innerer Aehn- 
liehkeitspunkt der Kreise A und B sein ; die Berührungspunkte 
der ungleichartigen Berührung liegen daher auf einem Aehn- 
lichkeitsstrahl der Kreise A und B, der zum innem Aehnlieh- 
keitspunkt gehört. 

Verbindet man nun einen beliebigen Punkt D" des Be- 
rührungskreises C mit den Berührungspunkten a' und ß'^ so 
schneiden die Verbindungslinien D"«' und W ß' die Kreise 
A und B nothwendig in solchen Punkten D und D', die ge- 
gen den Punkt D" homolog liegen (§. 78, a) , denn diese Ver- 
bindungslinien sind, weil sie durch die Aehnlichkeitspunkte c^ 
und ß* gehen, Aehnlichkeitsstrahlen zwischen den Kreisen C 
und A, C und B. Ist aber sonach D" homolog D% so ist 
auch BD' II CD'', 

und ist D" homolog D, so ist auch AD || CD", 
daraus folgt, dass auch AD || BD'. 

Mithin sind auch die Punkte D und D' der Kreise A und 
B homolog, und die Verbindungslinie DD' wird durch den 
Aehnliehkeitspunkt y derselben gehen. Man wird auch leicht 
sehen, dass DD' durch den äussern Aehnliehkeitspunkt geht, 
wenn der Kreis C die Kreise A und B gleichartig, d. h. beide 
von aussen oder auch beide von innen berührt, dass aber DD' 
durch den innem Aehnliehkeitspunkt der Kreise A und B geht, 
wenn der Kreis C die Kreise A und B ungleichartig berührt 

Diesen letzten Satz kann man auch umkehren. Verbin- 
det man zwei homologe Punkte D und D' mit den Berüh- 
rungspunkten a und a' eines dritten Berührungskreises C , so 
müssen die Verbindungslinien /9'D' und a'D die Kreislinie C 
wieder ii;! homologen Punkten schneiden, welche nothwendig in 
einem Punkt D" aufeinder fallen; denn weil D" und D' ho- 
mologe Punkte sind, so ist CD" || BD'; und weil D'" homolog 
D ist, so ist auch AD || CD'". Nun sind aber nach der Vwr 
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aussetzung D und D' homologe Paukte der Kreise A und B, 
also ist auch AD || BD'; es folgt also, dass auch CD'' || CD'^', 
was nur möglich ist, wenn D'^ und D'^' aufeinander fallen. 
Homologe Punkte des äussern Aehnlichkeitsstrahls verbunden 
mit den Berührungspunkten eines gleichartig berührenden Krei«- 
aes, convergiren also auch in einem Punkt der Peripherie des 
BerOhrungslErdses. 

O. Potenzialitat der Kreise. 

§. 81. Zwei Kreise einer Ebene sind sowohl fttr ihren inneren, 
als auch fflr ihren Susseren Aehnlichkeitspunkt als Centrum nicht nur 
Ihnlich, d. h. fQr eine Axe des unendlichen Raumes coUineSr, sondern 
sie sind auch Itlr eine Axe des endlichen Raumes collineftr. Diese 
Gollineation heisst Potenzialitit, und die CoUineationsaxe heisst Po- 
tenzlinie. 

Die Potenzialitit ist durch folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Je zwei Punkte eines Aehnlichkeitsstrahles , deren Halbmesser 
nicht parallel sind und die man inverse Punkte nennen kann, sind ho<^ 
molog. Die Tangenten zweier inversen Punkte , welche als homologe 
Linien in einem Punkt der Potenzlinie convergiren, sind antiparallel, 
d. h. sie machen mit dem Aehnlichkeitsstrahl ihrer Berflhrungspunkte 
gleiche aber einander zugekehrte Winkel, und bilden daher ein gleich- 
Bchenkeliges Dreieck mit demselben. Auch zwei homologe Sekanten 
sind antiparallel d. h. sie machen mit den Aehnlichkeitsstrahlen ihrer 
Schnittpunkte gleiche aber versetzte Winkel. 

b) Die Potenzlinie ist mit den Polaren des Aehnlichkeitspunktes 
paraUel und steht daher, wie sie, auf dem centralen Aehnlichkeitsstrahl 
senkrecht; sie liegt in der Mitte zwischen diesen Polarttn, und ist daher 
die senkrechte Halbimngslinie des Stflcks des centralen Aehnlichkeits- 
strahls der zwei Kreise, welches zwischen den Polaren liegt. 

e) Die Polaren des Aehnlichkeitspunktes selbst sind zwei homo- 
loge Gerade der Potenzialitat der zwei Kreise. 

§. 82. Die zwei Potenzlinien zweier gegebenen Kreise, von wel- 
chen die eine zum innem und die andere zum Süsseren Aehnlichkeits- 
punkt gehört, fallen in ihrer ganzen Ausdehnung auf einander. Zwei 
Kreise haben also nur eine Potenilitiie. ob sie gleich zwei Aehnlich- 
keitspunkte haben. Und diese Potenzlinie hat daher noch folgende 
Eigenschaften : 
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a) Die vier Tangenten, die man von einem Punkt der Potenzlinie 
nach den zwei Kreisen ziehen kann, sind einander gleich, und die Ver- 
hindungslinien ihrer Berührungspunkte, welche nicht einem Kreis ange- 
hören, sind Strahlen des Inneren und Susseren Aehnlichkeitsponktes. 
Wenn man also von einem Punkt der Potenzlinie aus einen Kreis he- 
schreibt, welcher den einen der Kreise rechtwinklig schneidet, so schnei* 
det er auch den andern Kreis rechtwinklig. Die Potenzlinie ist daher 
der geometrische Ort des Mittelpunkts der rechtwinkligen Schnittkreise 
der gegebenen zwei Kreise. 

b) Zieht man von irgend einem Punkte der Potenzlinie zwei be- 
liebige Sekanten nach den zwei gegebenen Kreisen, so sind die Pro- 
dukte der zwei Abschnitte, welche zwischen der Potenzlinie und den 
Schnittpunkten der Kreislinie liegen, auf der Sekante des einen Kreises 
80 gross, als auf der Sekante des andern Kreises. Die Produkte dieser 
Abschnitte heisst man auch Potenzen, so dass man auch sagen kann, 
die Potenzen eines Punktes der Potenzlinie sind für beide Kreise gleich. 
Umgekehrt: wenn die Potenzen eines Punktes in Betreff zweier Kreise 
einander gleich sind, so ist er ein Punkt ihrer Potenzlinie. Die Po- 
tenzlinie vereinigt daher alle Punkte der gleichen Potenzen zweier 
Kreise. 

c) Die Entfernung der zwei Polaren der zwei Aehnlichkeitspunkte 
ist in dem einen Kreis so gross als in dem andern. 

§• 83. Von besonderen Fällen, welche die Lage der Potenzlinie 
darbietet, sind zu bemerken: 

a) Wenn sich zwei Kreise schneiden, so ist die Richtung ihrer ge- 
meinschaftlichen Sehne ihre Potenzlinie, und wenn sich zwei Krdse 
berühren, so ist die Tangente ihres Berührungspunktes ihre Potenzlinie. 

b) Zwischen ein^n Punkt und einem Kreis ist die Gerade, welche 
den Abstand des Punktes von seiner Polare im Kreise halbirt, die Po- 
tenzlinie. Liegt ein Punkt ai^f der Peripherie eines Kreises, so ist die 
Tangente dieses Punktes auch die Potenzlinie zwischen ihm und dem 
Kreis. 

c) Die Potenzlinie zwischen zwei Punkten ist die senkrechte Hai- 
birungslinie des Abstandes dieser zwei Punkte. 

d) Die Potenzlinie zwischen einer Geraden und einem Kreis, sowie 
auch die Potenzlinie zwischen einem Punkt und einer Geraden, f&ilt 
mit der Geraden zusammen. 

e) Die Potenzlinie zwischen zwei Geraden ist die Halbirungslinie 
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des Winkels, den sie mit einander machen. Weil aber zwei Gerade 
zwei verschiedene Winkel mit einander machen, so liefern sie auch 
zwei verschiedene Potenzlinien. 

§. 84. Sind drei Kreise in einer Ebene gegeben, so convergiren 
ihre drei Potenzlinien in einem Punkt, welcher der gemeinschaftliche 
Potenzpunkt der drei Kreise helsst. 

a) Wenn sich daher drei Kreise gegenseitig schneiden, so conver* 
giren ihre drei gemeinschaftlichen Sehnen in einem Punkt 

b) Wenn ein Kreis zwei andere Kreise berührt, so liegt der Con- 
vergenzpunkt der Tangenten ihrer Berührungspunkte auf der Potenz- 
linie der zwei Kreise, die sich nicht berühren; wenn sich drei Kreise 
gegenseitig berühren, so convergiren die drei Tangenten ihre Berührungs- 
punkte in einem Punkt. 

c) Die drei senkrechten Halbirungslinien der drei Seiten eines 
Dreiecks convergiren in einem Punkt, dem Potenzpunkt der drei Ecken. 

d) Die drei Halbirungslinien der Umfangswinkel eines Dreiecks 
convergiren in einem Punkt, dem Potenzpunkt der Seiten des Dreiecks. 

Bringt man die Aehnlichkeit zweier Kreise in Verbindung 
mit der involutorischen Coliineation, so entdeckt man sogleich« 
dass zwei Kreise einer Ebene nicht nur ähnUch, sondern auch 
noch in einem andern Sinne perspektivisch collineär sind. 
Ist nämlich O der Aehnlichkeitspunkt, etwa der äussere, zweier 
gegebenen Kreise J und J', Fig. 53, und zieht man durch 
denselben beliebige Strahlen, welche den einen Kreis in den 
Punkten A und $(, B und 9, C und (S. und den andern Kreis 
in den Punkten A' und 8t', B' und 33', C und 6' durchschnei- 
den , so sind wegen der Aehnlichkeit der Kreise die Punkte 
A, B, C, a, 35, 6 des Kreises J den Punkten A^, B', C, »', 
93', ^' des Kreises J', für das Centrum O und eine Axe im 
unendlichen Raum homolog. Es sind aber auch wegen der in- 
volutorischen Collineation der Kreise die Punkte A, B, C, 21, 
33, 6, des Kreises J den Punkten Sl, 35, (J, A, B, C dessel- 
ben Kreises für denselben Punkt als Centrum und der Po- 
lare a € als Axe collineär (§. 70). Hieraus folgt, dass auch die 
Punkte A', B', C, ä', 93', ß' des Kreises J' den Punkten », 33, e, 
A, B, C des Kreises J für dasselbe Centrum 0, aber für eine 
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andere Axe o^ collinear sind (§. 49, a). Und zwar erfährt man 
durch denselben Satz (§. 49), welcher diese Collineation be- 
gründet, dass die Polare ac des Aehnlichkeitspunktes O im 
Kreis J die Potenzlinie ay der zwei Kreise J und J' und die 
unendlich entfernte Axe der Aehnlichkeit derselben zwei Kreise 
in einem Punkt convergiren. Weil aber somit die zwei ersten 
Linien in einem Punkt einer Geraden convergiren die im un- 
endlichen Raum liegt, so convergiren sie überhaupt erst im 
Unendlichen und sind daher parallel. Die Potenzlinie zweier 
Kreise, welche der Polare ihres Aehnlichkeitspunktes parallel 
geht, steht also wie diese auf dem centralen Aehnlichkeits- 
strahl senkrecht. 

Betrachtet man aber diese Collineation noch näher, so 
entdeckt man noch manche beachtenswerthe Eigenschaften. Es 
sind auf jedem Aehnlichkeitsstrahl gerade diejenigen zwei 
Punkte A und 21', A' und 81 homolog, welche nicht auf paral- 
lelen Halbmessern liegen und die daher invers liegend heissen 
können. Die Tangenten dieser inversen Punkte convergiren 
auf Punkten a und af der Potenzlinie (§. 62, d und 46, b). Weil 
aber A und A' die homologen Punkte der Aehnlichkeit sind, 
so ist AV||Aa; aus demselben Grund ist auch %Qf || %^a 
(§. 53, b). Aus diesem Parallelismus folgt aber , dass 

A A'8l«' OD A A2l'a oo A Aäa. 

Nun ist aber A ASla gleichschenklig, es sind also auch 
die Dreiecke kf%a* und ASl'a gleichschenklig, die homologen 
Tangenten der Potenzialität Ao und 81'a, oder auch A'o' und 
%a\ machen also mit dem Aehnlichkeitsstrahl ihrer Berüh- 
rungspunkte gleiche, einander zugekehrte Winkel, oder sie 
sind antiparallel. Während also die homologen Tangenten der 
Aehnlichkeit parallel sind, so sind die homologen Tangenten 
der Potenzialität antiparallel. Aber nicht nur die Tangenten, 
sondern auch die homologen Sekanten verhalten sich auf diese 
Weise. Zieht man z. B. durch die Punkte A und B eine 
Gerade, so wird sie der Geraden Sl'35', welche die homologen 
Punkte verbindet, homolog sein und mit ihr auf einem Punkt 
i d,Qr Potenzlinie convergiren. Da aber die Punkte % und 8', 
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® und fß* homologe Punkte der Aehnlichkeit sind, so ist 3( S 
II «'»', folglich ist <» = <©' 

Als Peripheriewinkel in gleichen Bogen ist aber auch 

< A = < SB, 

folglich ist auch < A = < ®'. Ebenso findet sich 

< B = < a'. 

Es machen also auch die homologen Sekanten AB und 
St'SB' der Potenzialität mit den Aehnlichkeitsstrahlen AW und 
B95' gleiche Winkel, doch haben die gleichen Winkel eine ver- 
setzte Lage, durch welche kein Parallelismus, sondern ein 
Antiparallelismus begründet wird. 

Diese Eigenthümlichkeit der homologen Geraden der Po- 
tenzialität, eröffnet auch sogleich einen Aufschluss über die 
Lage der Potenzlinie selbst. Die Tangenter\ der vier Punkte 
A, A', 31, 21' (Fig. 52), sind nämlich dem Vorausgehenden 
gemäss paarweise parallel und bilden daher ein Parallelo- 
gramm a a a' a', dessen Diagonalen sich in einem Punkt q hal- 
biren. Die Punkte a und a' sind aber Punkte der Potenz- 
linie, die Diagonale aa' des Parallelogramms fällt also in die 
Richtung dieser Linie. Die Punkte a und a' sind homo- 
loge Punkte der Aehnlichkeit der Kreise J und J', denn es 
ist a der Convergenzpunkt der Tangenten der Punkte A und 
21, und a' ist der Convergenzpunkt der homologen Tangenten 
der Punkte A' und 81', folglich sind a und a' selbst homologe 
Punkte der Aehnlichkeit (§. 42, e). Die Punkte a und a' liegen 
also auf einem Aehnlichkeitsstrahl Oa (§.46,a); und weil aa' in 
q von der Potenzlinie halbirt wird, so sieht man überhaupt, dass 
das Stück des Aehnlichkeitsstrahls, welches zwischen den zwei 
Polaren des Aehnlichkeitspunktes liegt, von der Potenzlinie 
halbirt werden muss. Geht daher der Aehnlichkeitsstrahl B95 
durch den Mittelpunkt der Kreise, so steht er senkrecht auf 
den Polaren und der Potenzlinie, und die Potenzlinie halbirt 
das Stück bb', welches zwischen den Polaren liegt. 

Nachdem nun die Lage der Potenzlinie für ein Centrum 
bekannt ist , so fragt es sich , wie die Potenzlinie des an- 
dern Aehnlichkeitspunktes O' beschaffen sei. Im Allgemeinen 
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ist klar und kann sogleich auf ganz gleichem Wege dngese- 
h^n werden, dass die Potenzlinie des zweiten Aehnlichkeits- 
punktes in allen ihren Eigenschaften mit der des ersten Aehn- 
lichkeitspunktes übereinstimmen moss. Allein es zeigt sich 
bei einer Yergleichung noch mehr, namMch, dass die zwei 
Potenzlinien der zwei Aehnlichkeitspunkte gar nicht von ein- 
ander verschieden sind, sondern aufeinander fallen. Ist näm- 
lich O der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise J und J' 
(Fig. 53), und sind A und A^ zwei homologe Punkte ihrer 
Potenzialität , so convergiren die Tangenten dieser Punkte in 
einem Punkt a der Potenzlinie, und bilden mit dem Aehn- 
lichkeitsstrahl der Berührungspunkte das gleichschenklige Drei- 
eck aAA^ Zieht man nun auch noch die Tangenten cB und 
oB' an die zwei Kreise und verbindet die Punkte A' und B 
durch eine Gerade, welche die zwei Kreise in den Punkten C 
und C zum zweitenmal schneidet, so weiss man, dass aA = 
aA' wegen der Gleichschenkligkeit des Dreiecks aAA', und 
aA = aB, nach einem bekannten Satz der Kreislehre, folg- 
lich a\' = äB. Es-.folgt hieraus, dass auch das Dreieck aA'B 
gleichschenklig ist, und dass die Tangenten aA' und aB ge- 
gen die Sekante A'B antiparallel liegen. 

Nun ist < «BJ und also auch < aBA' + <JBC = B 
folglich auch < a A'B -h < J'A'B = < aBA' + JBC, 
und weil das Dreieck aA'B gleichschenklig und 

< aA'B = < aBA', auch < J'A'B = < JBC, 

folglich auch < J'A'B = < JOB, also JC |t J'A^ 

Die Punkte C und A' sind also homologe Punkte des in- 
neren Aehnlichkeitspunkts (§. 77, b), A'C ist ein innerer Aehn- 
lichkeitsstrahl , welcher die Centrale in dem Innern Aehnlich- 
keitspunkt O' schneidet; die Punkte A' und B sind als in- 
verse Punkte desselben zwei homologe Punkte der Potenzia- 
lität für den inneren Aehnlichkeitsstrahl, und die Tangenten 
der Punkte A' und B convergiren in einem Punkt a der Po- 
tenzlinie dieser Potenzialität. Man sieht hieraus, dass jeder 
Punkt a der Potenzlinie des äusseren Aehnlichkeitspunktes 
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zugleich auch ein Punkt der Potendini^ des hmeren Aehn- 
lichkeitspunktes ist, und dass somit zwei Kreise ftir ihre 
zwei AehnlichkeitspuBkte doch nur eine einzige Potenzlinie' 
haben. 

Diese Betrachtung zeigt nun aber in Verdindung mit 
§. 62, dass, wenn man von einem Punkt a der Potenzlinie 
zweier Kreise Tangenten an die Kreise zieht, dieselben paar* 
weise homolog sind, da im Punkt a der Axe sich zwei ho* 
mologe Punkte decken, und die Tangenten homolog sind, 
welche man von homologen Punkten an collineäre Gurven 
zieht, und dass die Verbindungslinien der Berührungspunkte, 
welche nicht zu demselben Kreis gehören, Strahlen des äus- 
sern und Innern Aehnlichkeitspunktes O und 0' sind, dass 
endlich diese Tangenten mit diesen Strahlen gleichschenklige 
Dreiecke bilden, und daher alle vier einander gleich sind. 
Wenn man also aus einem beliebigen Punkte a der Potenzlinie 
zweier Kreise einen dritten Kreis zieht, der durch einen der 
Berührungspunkte A geht, so geht er auch durch die drei 
Qbrigen B, B^ und A', und schneidet die zwei gegebenen 
Kreise zugleich senkrecht Weil aber alle Punkte der Potenz- 
linie diese Eigenschaft haben, so kann man auch sagen, die 
Potenzlinie sei der geometrische ürt des Mittelpunkts der Kreise, 
welche die gegebenen Kreise rechtwinklig schneiden. 

Man kann diese letztere Eigenschaft noch von einem etwas 
allgemeineren Standpunkte aus aufiEassen, und statt der Tan- 
genten homologe Sekanten, oB und aB* (Figur 54) ziehen. 
Dieselben machen mit den Aehnlichkeitsstrahlen OA und OB 
gleiche, aber versetzte Winkel, so dass <C aAA' »= <C oB'B, 
< cA'A = < aBB', folglich ist A ccAA' oo A aBB', also 
oA : oA^ = aB' : «B und «A . oB = «A' . aB'. 

Die Potenzen (Produkte) des Punktes a in Betreff der zwei 
Kreise J und J' sind also einander gleich, und weil dieselben 
Schlüsse sich für alle Punkte der Potenzlinie anwenden las- 
sen, so folgt, dass die Potenzlinie alle Punkte der gleichen 
Potenzen mit eioander verbindet. Dieser Satz begreift den 
vorausgehenden als einen besondern Fall in sich, sofern auf 

P • « 1 n B , U9wete, ebene Geometrie. ^Q 
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der Tangente die Potems in ein Qnadrat ibergeht Man kann 
diesen Satz auch mnkehren nnd zeigen, -dass ein Punkt auf 
der Potenzlinie li^, sobald seine Potenzen ffir beide Krdse 
dnander gleich sind. Pie DurcIifQhnuig lumn dem Leser fiber- 
lassen werden. 

Wdl die Potenzlinie zweier Kreise nur eine einzige ist, 
und in der ItDtte zwischen den Polaren eines Aelmliclikeits- 
punktes liegt, so folgt noch für die Lage der zwei Polaren der 
zwei Aehnlichkeitspunkte in den Kreisen, dass die zwei Po- 
laren in dem einen Kreis so weit von einander abstehen , als 
in dem andern. 

Nachdem nun die allgememen Eigenschaften der Potenz* 
linie ermittelt sind, so bleibt noch fibrig, die wichtigsten be* 
sondern Fälle in^s Auge zu fassen. Am leichtesten ist die 
Lage der Potenzlinie zweier Schnittkreise zu bestimmen, denn 
fBr solche Kreise folgt aus §. 64, b, dass die gemeinschafUiche 
Sehne derselben, mit der Richtung ihrer Potenzlinie zusam- 
men fallt Weil die Schnittkreise aber in Berfihningskreise 
übergehen', sobald ihre Schnittpunkte unendlich nah aneinan- 
der rücken, so zeigt sich, dass die Potenzlinie zwischen zwei 
Berührungskreisen die Tangente ihres Berührungspunktes ist 

Andere beachtenswerthe Fälle ergeben sich dadurch, dass 
die zwei Kreise selbst, deren Potenzlinie gesucht ist, extreme 
Dimensionen annehmen. 

Ist nun ein Kreis und ein Punkt gegeben^ so weiss man, 
dass die zwei Aehnlichkeitspunkte mit diesem Punkte zusam- 
menfallen (§• 78, c), und die Polare der Aehnlichkeitspunkte 
in diesem auf einen Punkt reducirten Kreis verwandelt sich 
in dne Gerade, welche durch diesen Punkt geht und auf 4er 
Centralen senkrecht steht. Die zwei Polaren im andern end- 
lichen Kreis fallen auch aufeinander. Die Potenzlinie, welche 
in der Mitte zwischen den zwei Polaren eines Aehnlichkeits- 
punktes liegt, ist in diesem Fall also die senkrechte Halbi- 
rungslinie des Abscimittes der Centralen, der zwischen dem 
Punkt und seiner Polaren im endlichen Kreis liegt. 

Ist einer der zwei Kreise in Form einer Geraden gegeben. 
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so bezeichnet der Durdhinesser des endlichen Kreises, welcher 
auf dar. Geraden senkrecht steht, die zwei Aehnlichkeitspunkte 
(§^ 78, d). Zieht man nun durch einen dieser Aehnliehkeits*^ 
punkte O (Fig. 55) einen Aehnlichkeitsstrahi, welcher die end-* 
liehe und unendliche Kreislinie in den Punkten A und A' 
schneidet, so convergiren die Tangenten dieser Punkte in 
einem Punkt a der Potenzlinie. Weil aber die Tangente des 
Punktes A im unendlich grossen Kreis mit der Geraden zu-^ 
sammenfällt,' welche einen endlichen Bogen desselben vorstellt, 
so wird der Punkt ä auf der gegebenen Geraden selbst lie- 
gen. Die Potenzlinie fällt also in dem in Rede stehenden 
Fall mit der Geraden zusammen, welche den unendlich gros- 
sen Kreis vorstellt. Die Lage der Potenzlinie hängt also in 
dem besprochenen Fall nicht von der Grösse des endlichen 
Kreises ab , und wird daher auch noch dieselbe sein , wenn 
der endliche Kreis auf einen Punkt reduzirt ist. 

Sind zwei Gerade gegeben, welche sich in einem Punkt 
schneiden, so zeigt der unter §. 83, a betrachtete Fall die Lage 
der Potenzlinie an. Die zwei Geraden sind nämlich als die 
endlichen Bögen zweier unendlich grossen, aber desswegen 
auch einander gleichen Schnittkreise zu betrachten. Nun fin- 
det man aber leicht, dass die Richtung der gemeinschaftlichen 
Sehne zweier gleichen Schnittkreise die zwei Kreislinien 
unter gleichen Winkeln schneidet ; man wird also auch im vorlie- 
genden Fall , wo die zwei Kreise durch die Unendlichkeit ein- 
ander gleich sind, schliessen, dass die Potenzlinie, welche durch 
ihren Schnittpunkt geht, gleiche Winkel mit den zwei gege- 
benen Geraden macht, d. h. ihren Winkel halbirt. 

Sind drei beliebige Kreise A, B und' C (Fig. 56) in einer 
Ebene gegeben, und bezeichnet man die Potenzlinie zwischen 
A und B mit @, die Potenzlinie zwischen A und C mit 3, 
die Potenzlinie zwischen B und C mit % , und schneiden sich 
die zwei Potenzlinien Sb und @ in einem Punkt P, so sind 
sowohl die Potenzen des Punktes P in den Kreisen A und G, als 
auch die Potenzen des Punktes P in den Ej-eisen A und B 
einander gleich (§. 82, b). Es ist also der Punkt P auch dn 



148 

PotenspuDkt zwischen den Kreisen B und C und fiegt folg^ 
lieh Bxd der Potenzlinie 91 dieser Kreise. Es conyergiren also 
die drei Potenzlinien in einem einzigen Punkt P. Bringt 
man diese Eigenschaft mit dem unmittelbar Voraosgehen- 
den in Verbindung, so ergeben sich die unter §. 83 ange- 
führten FSUe so unmittelbar , dass es hinreichend sein mrd. 
sie angedeutet zu haben. 

BL Krelsberuhrangen. 

§. 85. Die CoUineation der Kreise gibt eine vollkommeae Einsieht 
in die KreisbertthruDg. Es sind bierbei hauptsäcbllch folgende Eügen- 
scbaften der Berübrungskreise zu merken: 

a) Die Potenzlinie zweier Kreise und die Polaren, welche einem 
ihrer Aehnlicbkeitsp unkte entsprecben, sind homologe Linien der ähn- 
Uchen Systeme, welche durch einen dieser Kreise und einen gemein- 
•chaftlichen Berührungskreis derselben bestimmt werden. 

b) Wenn zwei gegebene Kreise von mehreren anderen Kreisen auf 
dieselbe Art berührt werden, so ist die Potenzlinie der zwei gegebenen 
Kreise zugleich der gemeinschaftliche Aehnlichkeitsstrahl der Berdh- 
roDgskreise. 

c) Zu drei gegebenen Kreisen existiren acht gemeinschaftliche Be- 
rOhrongskreise. Dieselben lassen sich in vier Paare abtheilen, von wel- 
chen die Kreise jedes Paares eine Berührung gleicher Art vollziehen. 
Eines dieser Paare hat mit allen drei g^ebenen Kreisen eine gleich- 
artige Berührung; jedes andere Paar hat mit einem Paar der Kreise 
eine gleichartige und mit den übrigen Kreispaaren eine ungleichartige 
Berührung. Zu Jedem Paar zusammengehöriger Berührungskreise gehört 
öner der vier Aehnlichkeitsstrahlen der drei gegebenen Kreise, nämlich 
de^enige, welcher durch den äussern Aehnlichkeitspunkt der zwei 
Kreise geht, welche eine gleichartige Berührung erfahren, und durch die 
zwei inneren Aehnlicbkeitsp unkte der Kreise, welche ungleichartig be- 
rührt werden. 

d) Zwei zusammengehörige Berührungskreise sind perspektivisch 
ooUineär, der zugehörige gemeinschaftliche Aehnlichkeitsstrahl ist ihre 
Potenzlinie, der gemeinschaftliche Potenzpunkt der drei Kreise ist das 
Centnim ihrer Colllneation , die GoUlneationsstrahlen, weldie durch 
ihre BerOhnuigsponkte gehen, gehen zugleich auch durch die Pok^ 
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walcb'e dem zugehörigen , gemeioscliafiliclien Aehiili^^hkeitsstrahl in den 
drei g^benen Kreisen entsprechen. 

e) Construirt man noch den gemeinschaftlichen rechtwinkligen Schnitt- 
kreis , so bezeichnet er in den gegebenen drei Kreisen solche Sehnen, 
welche mit den Tangenten der Berflhrangspunkte zweier zusammengehö- 
rigen Berührungskreise in denselben Punkten des zugehörigen gemein- 
schaftlichen Aehnlichkeitsstrahls convergiren. 

Berührt ein Kreis i zwei gegebene Kreise J und J' (Fi- 
gur 67) in den Punkten A und W^ so ist ASL' ein Aehnlich- 
keitsstrahl der Kreise J und J' und geht durch einen Aehn* 
lichkeitspunkt O derselben (§. 80, a). Die Tangenten der Punkte 
A und St convergiren in einem Punkte a der Polare des Punk- 
tes O im Kreis J, die Tangenten der Punkte A^ und SC con- 
vergiren in einem Punkte a* der Polare des Punktes O im 
Kreise J', die Tangenten der Punkte A und 9', so wie die der 
Punkte 9 und A' convergiren in den Punkten a xmda^ der 
Potenzünie der Kreise J und J' (§. 81, a). Es sind aber auch 
der Ejreis J und der Berfihrungskreis i fiir den Punkt A als 
Centrum ähnlich (§. 78, a). In diesen ähnlichen Systemen 
sind die Punkte 91 und $[^ also auch die Tangenten 3[a 
und 3i*a und die Punkte a und or, in welchen der in A be- 
riihrende Aehnlichkeitsstrahl von den Tangenten geschnitten 
wird, und also endlich auch die Polare ab und die Potenz- 
linie aa', als Parallele der homologen Punkte a und a ho- 
molog. Aus demselben Grund sind auch aa^ und a'i' homologe 
Linien der für den Aehnlichkeitspunkt W ähnlichen Kreise 
J' und i. 

Sind zwei Kreise J und J' mit der Potenzlinie a(f^ Figur 
58, gegeben, welche von zwei Kreisen i und i' beriifart wer- 
den, die zum Aehnlichkeitspunkt gehören , und ist a^V die 
Polare des Punktes O im Kreis J', so ist nach dem Vorau»» 
gehenden jed^ der Bertthrungskreise i und i' dem Kreis J' 
ähnlich und befindet sich mit demselben in perspektivische 
Lage, es sind also auch die Bertthrungskreise selbst ähnlieh 
und bdindffl sich in perspektivischer Lage ; . und namentUtli 
ist ^ Gerade aß d^ Systems i homolog der Geiraden afi^ 
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•d^ Systemes J', und aueh die Gerade aß des Systemes i' ho^ 
molog der Geraden ab des Systemes 3', folglich ist aueh 
die Gerade aß des Systemes i homolog der Geraden aß des 
Systemes i', d. h. es decken sich in der Richtung aß zwei 
homologe Gerade der Systeme i und i'. ,Es folgt hieraus, 
dass aß ein Aehnlichkeitsstrahl der Systeme i und i' ist, da 
ausser den Aehnlichkeitsstrahlen nur noch die Axe, welche im 
unendlichen Baume liegt, die Eigenschaft hat, zwei homologe 
Sichtungen zu vereinigen. Die Collineationsaxe zweier Krdse 
ist also ein gemeinschaftlicher Aehnlichkeitsstrahl aller Beruh- 
ningskreise. 

Zu zwei gegebenen Kreisen gibt es unendlieh viele Be- 
riihrungskreise ^ und zwar sowohl solche, welche eine gleich- 
artige Berührung vollziehen und deren Berührungssehn^ 
durch den äussern Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise 
gehen, als auch solche, welche eine ungleichartige Berührung 
vollziehen, und deren Berührungssehnen durch den innem 
Aehnlichkeitspunkt gehen (§« 80, a). Sind drei Kreise gege- 
ben, so wird die Zahl der gemeinschaftlichen Berührungs- 
kreise beschränkt Da die drei gegebenen Kreise A, B, C auf 
dreierlei Arten gepaart werden können A,B;A, C;B, C, 
und jeder Berührungskreis jedes Paar entweder gleichartig 
oder ungleichartig berühren muss, so ^bt es offenbar vier 
Gattungen von Berührungskreisen. Eine Gattung wird A^ B 
gleichartig, A, C und B, C ungleichartig; eine andere wird 
A^ gleichartig, A, B und B, G ungleichartig; wieder eine 
andere wird B, C gleichartig, A, C und A, B ungleichartig; 
eine letzte Gattung wird alle drei Paare gleichartig berühren. 
Jede dieser Gattungen schliesst nur ein Paar von Berührungs- 
fcreisen in sich, weil die gleichartige Berührung entweder eine 
fierühning von aussen oder eine Berührung von innen sein 
kann; die ganze Zahl der Berührungskreise belauft sieh also 
auf acht Mit den vi^ Paaren von Berührungd^reisen stehen 
die vier gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahlen in genauem 
Zusammenhang , weil die Berührungssehne jeder gleichartigen 
BaiQuning im äussern Aehnü^keitspiinkt, die Berihrungs- 
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pu^t der berührten Kreise convergirt Nadk dto Aefanlick^ 
keitepmikten y ia wekhen die Berührun|^sfiehiien zusammeii- 
Ii^ufen, gehört also su jedem gemeinschaftUchen Berühnuigs- 
Ipreis deijemge g^neinsehaftliche Aehnliohkeitsstrahl , welcher 
dur(Ai den änsseam Aehnlichkeitspunkt der ^aohartig berSkr- 
ten und durch die irniem Aehnlichkeitspiinkte der ungleich 
berührten Krei^aare geht. Man wird leicht sehen, dass jedes 
sa mer Gattung gehörende Paar der adii Beruhrungskreise 
eu einem und demselben Aehnlidikeitsstrahl der berührten 
Kreise gehfirt Sind nun J und J' swei zusammengehSrige 
Berohrungskreise der Kreise A, B, G (Fig. 56), so dass die Berüh- 
rungssehnen in den Punkten er, (i und y des zugehörigen ge« 
meinschaftlichen Aefanlichkeitsstrahls convergiren , so erseheinoa 
auch umgekehrt die Kreise A, B und C als drei BerOhmnga- 
ta^eise der Kreise J und J^ es ist also der gemeinsohaftliehe 
Aehnlichkeitsstrahl aßy zugleich auch die Potenzlinie der 
zwei Kreise J und J' (§. 85, b). Das Centrum P dieser Po^ 
tenzialität und der Aehnlichkeit wird durch die Berührunglp 
sdmen tt, t^t' und t'^t^ bestimmt Die Endtangenten dieser 
Berühnmgssehnen convergiren also in den Punkten a',^) / 
der Potonzlinie aßy. Sind nun A^ B^ und (? die Pole, wel- 
che der Geraden aßy in den Kreisen A, B, C entsprechen, 
so müssen auch die Berührungssehnen tt, t^t' und t^'t^' als 
die Polaren der Punkte a', ß*^ y' beziehungsweise durch diese 
Pole gehen (§, 74, b.) 

Um aber das Centrum P der perspektivischen Kreise J 
und J' noch näher kennen zu lernen, bemerke man, dass der 
Kreis J auch mit dem Kreis A für den Berührungspunkt t 
als Aehnlichkeitspunkt perspektivisch liegt (§. 78, a); und dass 
die Potenzlinie fß zwischen den Kreisen A und C und die 
Polare bb des Aehnlichkeitspunktes ß homologe Linien der 
Kreise J und A sind (§. 85, a), und dass aus demselben Grunde 
auch die Potenzlinie 6 und die Polare cc homologe Linien 
derselben Kreise J und A sind. Daraus folgt nach §. 42, e, 
dass auch die Punkte P und A' homologe Punkte der ähnli* 
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dMi Kniae P wd A mad^ und db» abo üe V eihiml— i g y- 
finie PA^ dvrdi den Admfidikdiqiiiiikt t dcndben gdrt. 
Es suid aber nadi OlNgem die diei Punkte t, A' und t in einer 
Bidbhmg. Es gdit also die BerBfanmgsseiuie tt dnrcii den 
Poten^mdrt P. Dasselbe gilt aoeh t<hi aDen anderen BerSb- 
rongssebnea. Es conveifgirai also die Berlbrongssdinen tt, Wj 
V'V* in dem Potenzpnnkt P der drei gegebenen Kreise. Das 
Centram P dßt zwei ansammen gehörigen Bernbrangskreise 
fallt also mit dem gemeinsebaftlidtm Potenzpnnkt der drei 
gegebenen Kreise zusammen, nnd die Pimkte J, P nnd J' 
li^en in einer auf afiy senkrechten Richtong (§. 81, b). 

Zidit man endlich ans dem Pnnkt P noch den gemein- 
sebaftlichen rechtwinkligen Schnit&rds, welcher die gt^ebe* 
nen Kreise m den Punkten M, N; M', N'; M'', N'^ schneidet, 
so sind die Geraden PM nnd PN Tangenten, wddie den 
Kreis A in den Punkten H und N berühren (§. 82, a). Es 
ist also MN die Polare, welche dem Punkt P im Kreis A ent- 
spricht (§• 71, c), folglich sind MN und tt conjugirte Sehnen 
des Kreises A, und MN geht durch den Pol o^^der Sehne tt 
(g. 74, a), und conve^girt also mit den Tangenten der Punkte 
t und t in demselben Punkt af des zugehörigen AehnBcb* 
k^tsstrahles aßy. Dasselbe findet bei den Sehnai M'N^ M'^^ 
Statt 
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EotwicklDDg der Kegelschnitte. 

A. Begrliniehe EntMieklong der KegeLsehnitte. 

§. 86. Jede Linie, welche einem Kreis collinefir ist,. hat selbst 
die Gestalt einer Garve zweiter Ordnung, und heisst Kegelschnitt. 

Da alle Kreislinien auch unter einander collineftr sind , so ist jeder 
Kegelschnitt jedem Kreis collineSr, und alle Kegelschnitte sind auch 
unter einander colüneär. 

unter den Kreisen, welche in der Ebene eines Kegelschnitts lie- 
gen, gibt es immer auch solche, welche mit demselben perspektivisch 
li^en. Ein solcher Fall mag nun zunächst in diesem Buch behandelt 
werden, weil er die einfachste Construction der Kegelschnitte und ge- 
rade dasjenige darbietet, was zu den bekanntesten Eigenschaftea der 
K^lschnitte gerechnet wird. 

§• 87. Der geometrische Ort des Mittelpunkts eines Kreises, wel- 
cher twei andere gegebene Kreise gleichartig berflhrt, so ^ wie auch 
eines Kreises, welcher die zwei gegebenen Kreise ungleichartig berührt,, 
ist ein Kegelschnitt, welcher mit jedem seiner Kreise coUineär und mit 
ihnen in perspektivischer Lage ist Die zwei gegebenen Kreise Jbeissen 
L.eitkreise, ihre Mittelpunkte Brennpunkte, der BerOhrungskreis 
bebst der Erzeugungskreis des Kegelschnitts. 

Der Mittelpunkt eines Leitkreises ist zugleich auch das CoUinea- 
tionscentrum fOr diesen Leitkreis in dem Kegelschnitt Die Potenzlinae 
der zwei Leitkreise ist die Gollineationsaxe zwischen dem Kegelschnitt 
lind seinem Leitkr;^. Djese Colüneationsaxe steht also auf dem cen- 
tralen Aehttlichkeitsstrahl der zwei Leitkreise senkrecht. 
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Die Leiikreise des Kegelsclmitts kOnnen auch dnrch Pankte oder 
durch gerade Linien ersetzt werden, indem einer oder beide deraelben 
auf einen Punkt reducirt sind oder indem ein endlicher Bogen derselben 
in Form einer geraden Linie erscheint, wenn sein Halbmesser unend* 
lieh gross ist. Wenn diese extremen Formen der Leitkreise unterschie- 
den werden, so ergeben sich folgende Elemente fflr die Kntwicklaog 
der Kegelschnitte aus Leitkreisen: 

a) zwei endliche Kreise, 

b) ein endlicher Kreis und ein Punkt, 

c) ein endlicher Kreis und eine Gerade, 

d) eine Gerade und ein Punkt, 

e) zwei Punkte, 

f) zwei Geraden. 

"Wenn ein Leitkreis in Form eines Punktes erscheint, so verwan- 
delt sich das Berühren des Erzeugongskreiaes in ein Gehen durch den 
Punkt. 

§.88. Mehrere Linien und Punkte des K^lschnitts haben nach 
ihrer Beziehung zu den Brennpnnkten besondere Namen erhalten: 

a) Diejenige Sehne des Kegelschnitts, welche durch die zwd 
Brennpunkte desselben geht, heisst A x e. Die zwei Endpunkte 
der Axe heisscn Scheitel. Die Abschnitte der Axe zwischen den 
Brennpunkt und dem benachbarten Scheitel hdssen Brennweiten« Das 
VerhSltniss der Entfernung der zwei Brennpunkte zur Axe heisst Ex* 
centricitftt. Der Punkt der Axe, welcher in der Mitte zwisehei 
den zwei Brennpunkten liegt, heisst Mittelpunkt. 

b) Jede Sehne eines Kegelschnitts, lirelche dnrch einen Brenn* 
punkt geht, heisst Parameter. Der Parameter, welcher senk* 
recht auf der Axe steht, heisst Hauptparameter-, jeder andere Pa* 
rameter , der schief zur Axe steht, heisst Nebenparameter. Das* 
.jenige Stock eines Parameters, das zwischen dem Brennpunkt und der 
Kegelschnittlinie liegt, heisst Brennstrahl. .Redet man von den BremS'- 
strahlen eines Punktes der Kegelschnittlinie, so versteht man darantet 
die zwei Strecken, die zwischen demselben und deli zwei Brennpunk* 
ten li^en. 

c) Jede Sehne, welche durch den Mittelpunkt des Kegdtehnkli 
geht, heisst Durchmesser. Deijenige Durchmesser, 'welcher auf det 
Axe senkrecht steht, heisst die zweite Axe. 

d) Im Uebrigen heisst Jede Gerade^ welche mit dem Kegelschoilt 
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nur emen Fankt gemeinsclialtfich hai, Tan gen te, ui^ die Qeradei 
velohe in dem Beitthrangspuiikl; auf der Tangente senkrecht steht, Nor- 
male. Zieht man zugleich vom Berührungspankt aus eine Senkrechte 
anf ^ip Axe, so heisst das Stück der Axe, welches zwischen der Senk- 
rechten und der Tangente liegt, Subtangente, und da^'enige Stflck, 
welches zwischen der Senkrechten und der Normalen liegt, S üb nor- 
male. 

§. 89. In Betreff der Cullineation des Kegelschnitts mit seinen 
Leitkreisen ist noch Folgendes zu bemerken: 

a) Je zwei antiparallele Tangenten der Leitkreise bilden einen 
Winkel, der von ihrer homologen Tangente des Kegelschnitts halbirt 
wird| und umgekehrt: die Halbirangslinie des Winkels zweier anti- 
parallelen Tangenten der Leitkreise ist eine Tangente des Kegelschnitts, 
welche den antiparallelen Tangenten der Leitkreise homolog ist. 

b) Die Tangente des Kegelschnitts halbirt den Winkel, welchen 
die (Brennstrahlen des Berührungspunktes mit einander machen, und 
imigekehrt: diejenige Halbirungslinie des Winkels zweier Brennstrahlea 
eines Punktes des Kegelschnitts, welche ausserhalb des Kegelschnitts 
liegt, ist eine Tangente des Kegelschnitts. 

c) Ein Aehnlichkeitsstrahl der Leitkreise und die Tangente des 
Kegelschnitts, welche den antiparallelen Tangenten der Leitkreise jenes 
Strahls homolog sind, stehen senkrecht atif einander, und umgekehrt: 
die senkrechte Halbirunglinie des Stückes eines. Aehnlichkeitsstrahls, 
welches zwischen zwei inversen Punkten liegt, ist eine Tangente des 
Kegelschnitts. 

d) Jeder Durchmesser des Kegelschnitts ist einem Aehnlichkeits- 
strahl der Leitkreise homolog, und umgekehrt:, jeder Aehnlichkeits- 
strahl der Leitkreise ist einem Durchmesser des Kegelschnitts homolog. 
Der Mittelpunkt des Kegelschnitts und der Aehnlichkeitspunkt der 
Leitkreise sind homologe Punkte dieser Curven. 

e) Die zweite Axe des Kegelschnitts ist demjeni^n Aehnlichkeots^ 
■trahl der Leltkrelse homolog, welcher anf der Hauptaxe senkredit 
«teht ; er ist also mit ihm und mit der Oollineationsaxe panülel. 

f) Die Polare, welche dem Aehnlichkeitsponkte in einem der Leift^ 
kreise entspricht, ist in dem System dieses Leitkreises die Gegenaxe 
bei seiner Collineadon mit dem Kegelschnitt. 

Der Kreis gehSrt zu eiiter Klasse von Curven, welche 
w^en ihrer AbleituBig aus der KeiceUiäche deo Namen Ke* 



156 

gelschnitte tragen. Obgleich aber die Entwicklung dieser Oor- 
▼en durch Schnitte der KegeUiäche längst bekannt ist, so ist 
es doch ein Verdienst der neueren Geometrie, dieser Entwick- 
lung durch Aufsuchung der allgemeinen Eigenschaften, weldie 
den projektivischen Figuren überhaupt zukommen, ihre wahre 
Grundlage geschaffen zu haben. 

Die CoUineation 'ffasst die Eigenschaften der projektivi- 
schen Figuren unabhängig von ihrer Lage im Räume auf, und 
bietet dadurch nicht nur den Vortheil, die Gesetze leichter 
zu entdecken , sondern auch diess ganz auf planimetrischem 
Wege thun zu können. Versteht man unter Kegelschnitt jede 
dem Kreis collineäre Curve, so stimmt diese Definition we- 
sentlich mit dem Begriff des Kegelschnitts, welchen der Wortr 
laut gibt, überein und gestattet zugleich der Methode A& 
neueren Geometrie den Zugang; allein es ist diess durchaus 
nicht der einzige Weg, welchen diese Methode an die Hand 
gibt, im Gegentheil , es ist ihr gelungen, die Kegelschnitte auf 
eine so allgemeine Weise aufzufassen, welche nicht einmal 
die Gestalt des Kreises als bekannt voraussetzt. *) Allein im 
pädagogischen Interesse wird es immer gerathener sein, das Neue, 
das zu entwickeln ist, an das Alte, schon Bekannte anzureihen, 
und so allmälig vom Bekannten stufenweise zum Unbekann- 
ten fortschreitend, das Gebäude der Erkenntniss aufzubauen. 
So wurde auch hier der Begriff der Kegelschnitte auf die 
CoUineation des Kreises zurückgeführt, und die folgenden 
Abschnitte werden zeigen, wie reichhaltig dieser Begriff und 
wie geeignet er ist, um eine vollständige Kenntnlss der Kegel- 
schnitte zu bieten. Um aber den pädagogischen Anforderun- 
gen vollkommen Gentige zu leisten, mag vorher noch ein be- 
sonderer Fall der CoUineation des Kegelschnitts mit dem Kreis 
behandelt werden, welcher die unentbehrUchsten Eigenschailen 
der Kegelschnitte kennen lehrt 



*) Professor y. Stand t definirt den KeK^elschniCt als die Ordnoagsliaie 
Eweier Polarsysteme. Schon die conformen und projektivischen Vielstrah" 
len kdnnen in einen Begriff des Kegelschnitts fOliren. 
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Weil nämlich zwei Figuren, welehe mit einer dritten 
collineär sind, es auch unter sich sind (§. 49), so folgt aus obigem 
Begriff des Kegelschnitts, dass jeder Kegelschnitt jedem Kreis 
und also auch jedem andern Kegelschnitt collineär ist. Nicht 
aber befinden sich zwei solche coUineäre Gurren einer Ebene 
immer in perspektivischer Lage, im Gegentheil wird dieses 
nur in gewissen Fällen der Fall sein. Es führen übrigens die 
Kreisberührungen auf einen solchen Fall, welcher eben dadurch 
die bequemsten Mittel zur Construction der Kegelschnitte lie- 
fert Dieser besondere Fall wird daher den Gegenstand die- 
ses sechsten Buches ausmachen. 

Aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Bereise ist be- 
kannt (§. 80, a), dass, wenn ein Kreis C (Fig; 59) zwei andere 
Kreise F' und F" ungleichartig berührt, die Berührungssehne 
C'C" desselben durch den Innern Aehnlichkeitspunkt 0' der 
Kreise geht. Die Berührungssehnen aller Berührungskreise 
der ungleichartigen Berührung convergiren also in diesem 
innem Aehnlichkeitspunkt 0'. Ebenso convergiren die Be- 
riihrungssehnen aller Berührungskreise der gleichartigen Be- 
rfihrung in einem Punkt, dem äussern Aehnlichkeitspunkt der 
Leitkreise. Diese Bemerkung gibt ein leichtes Mittel^ um so- 
gleich den Mittelpunkt eines Berührungskreises zu finden. 
Für die ungleichartige Berührung hat man z. B. nur einen 
innem Aehnlichkeitsstrahl zu ziehen, der den Kreis F^ in den 
Punkten C und 6', und den Kreis F" in den Punkten C" und 
(5" schneidet, so werden die nach den inversen Schnittpunk- 
ten C und C" gezogenen Halbmesser der Kreise F' und F'' 
immer in dem Mittelpunkt C eiues Berührungskreises conver- 
giren. Ebenso convergiren die Halbmesser F'6' und F"6'' 
in einem zweiten solchen Punkte (S. Um diess einzusehen^ 
darf man nur bemerken, dass, weil C und (5" homologe Punkte 
der ähnlichen Kreise sind, auch F'C || F"6'' ist (§. 77, b), 
und weü C" und 6' homolog sind, auch F"C" l| F'6' ist 
Es ist also A CC'C" c^ A C''6"F" c/o AF'C'S'cxd A 66'6". 
Es sind also die Dreiecke CC'C" und (S6'6" ebenso wie die 
Dreiecke C''(5''F'' und F'C'6' gleichschenklig, und ein aus 
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C mit CC besckriebener Kreis geht durch C" und berBhrt, 
wie man leicht acht, den Kreis F'' in dem Ponkt C «nd den 
Kreis F^ in dem Punkt C^ Ebenso berührt auch ein sxis i 
mit ß®' beschriebener Kreis die Kreise F' und F" m doi 
Punkten & und S'^ So oft man also die Halbmesser an die 
in Versen Schnittpunkte eines Aehnlichkeitsstrahls lieht, so 
convergiren sie stets in den Bfittelpunkten zweier Beriihnings» 
kreise. Diese Construction ffihrt aber noch weiter , indem 
die homologen Halbmesser wegen ihres Parallelismus ein Pa- 
rallelogramm F'GF"@ mit einander bilden, dessen Diagonalen 
sich in einem Punkte O halbiren ; denn hieraus folgt, dass je- 
der Aehnlichkeitsstrahl gerade zu solchen zwei Berührungs- 
kreisen führt, deren Centrale C@ durch die Mitte O der Ent- 
fernung F'F" geht. Es werden also die Centralen aller 
solcher Paare von Beruhrungskreisen, welche zu einem Aehn- 
lichkeitsstrahl gehören, in einem und demselben Punkte, dem 
Mittelpunkte der Geraden F'F'', convergiren. 

Diess sind die aus der Aehnlichkeit der Leitkreise sich 
ergebenden Consequenzen , welche aber erst ihre Vollendung 
gewinnen, wenn man auch die Potenzialität der Leitkreise mit 
in Erwägung zieht Vermöge der letzteren weiss man aber, 
dass die Potenzlinie der Berfihrungskreise zugleich auch die 
Aehniichkeitsaxe der Bertihrungskreise ist (§. 85, b), die Cen- 
trale CS der zum Aehnlichkeitsstrahl C 6' gehörenden Erzeu- 
gungskreise convergirt also mit dem letzteren in einem Punkt 
y' der Potenzlinie. Auf gleiche Weise muss jeder Aehnlich- 
keitsstrahl mit der Centralen der Berührungskreise in einem 
Punkte der Potenzlinie convergiren. Man schliesst hieraus, 
dass die Aehnlichkeitsstrahlen alle, und die Centralen ihrer 
Bertihrungskreise zwei Vielstrahlen O' und O bilden, die paar- 
weise in Punkten der Potenzlinie convergiren, und welche also 
conform sind und gegen die Potenzlinie sich in perspektivischer 
Lage befinden (§. 33). Weil nun aber die Punkte C und C, 
@ und 6^ auf Geraden liegen, die in dem Mittelpunkt F' des 
Leitkreises ^ convergiren, so sind sie perspektivisch liegende 
Punkte der VielstraUen O und 0' für das Centrum F' und 
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für die Axe ay* (§. 46). Und weil dieselbe!! Schlüsse airfalle ho- 
mologen Strahlen der Vielstrahlen und 0' und die zu ihnen 
gehörigen Mittelpunkte der Erzeugungskreise anwendbar sind, 
so folgt, dass überhaupt der Leitkreis collineär ist und per- 
spektivisch liegt mit der Curve, welche der Mittelpunkt des 
Erzeugungskreises beschreibt, wenn derselbe stetig berührend 
sich fortbewegt^ oder dass der geometrische Ort des ßerüh- 
ruhgskreises ein Kegelschnitt ist. Ebenso wird man sehen, 
dass auch der andere Leitkreis F" dem Kegelschnitt fiir den 
Punkt F" als Centrum und dieselbe Potenzlinie ay* als Axe 
in perspektivischer Lage collineär ist. 

Weil die Berührungspunkte Qf und C" (Fig. 59, a,b,c) 
eines jeden Berührungskreises zugleich homologe Punkte der 
Potenzialität der Leitkreise sind, so convergiren die antiparal- 
lelen Tangenten dieser Punkte auf einem Punkt y der Potenz- 
linie; weil aber bei der CoUineation des Leitkreises mit dem 
Kegelschnitt diese Punkte C und C" zugleich auch dem 
Punkt C des Kegelschnitts homolog sind, so wird auch die 
Tangente, welche man in C an den Kegelschnitt zieht, den 
antiparallelen Tangenten der Leitkreise homolog sein und mit 
ihnen in demselben Punkt y der Potenzlinie uy convergiren 
(§. 62). Nun sind aber die antiparallelen Tangenten C'y und 
C'y des Kreises C einander gleich, auch ist CC = CC" als 
Halbmesser des Berührungskreises, mithin ist CC'C'y ein 
Deltoid, *) in welchem die Diagonale Cy die Winkel bei C 
undy halbirt und in welchem Cy ± CC". Es folgt daraus, dass 
sowohl die Gerade, welche den Winkel der antiparallelen Tan- 
gente der Leitkreise halbirt, als auch diejenige Gerade, welche 
den Winkel, den die zwei Brennstrahlen F' C und F" C mit ein- 
ander machen, als auch die Gerade, welche das Stück CC* 
eines Aehnlichkeitsstrahls, das zwischen zwei inversen Punk- 



*) Das Deltoid, ein Viereck, welches aus zwei Paaren gleicher Seiten 
gebildet wird, die aber nicht einander gegenüberstehen wie im Parallelo- 
gramm, sondern an zwei gegenüberstehenden Ecken aneinander liegen, ist 
durch die Krystallographie eingeführt worden and verdient auch in der 
Geometrie Bürgerrecht. 
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ten ihrer Leitkreise liegt, senkrecht halbirt, eine Talente des 
Kegelschnitts ist. Und aus dem Gesetz der gleichen Aufeior 
anderfolge, welches die Collineation beobachtet (§. 47, a), muss 
die Tangente des Kegelschnitts ausserhalb der Fläche des 
Kegelschnitts liegen, wie auch die Tangente des Kreises 
ausserhalb des letztem liegt. Weil die Ciollineationsaxe des 
Kegelschnitts und seines Leitkreises mit der Potenzlinie der 
Leitkreise zusammenfällt, so folgt, dass sie auf dem centralen 
Aehnlichkeitsstrahl , der hier zugleich die Axe des Kegel- 
schnitts ist, senkrecht steht (§. 81, b). 

Weil der Aehnlichkeitspunkt 0' des Leitkreises und der 
Mittelpunkt des Kegelschnitts die Scheitel derjenigen homo- 
logen Yielstrahlen sind, auf welchen die homologen Punkte 
des Kegelschnitts liegen, so folgt, dass diese Punkte O und O 
selbst zwei homologe Punkte sind (§. 42, e). 

Weil der Aehnlichkeitsstrahl G'@' und der Durchmesser 
des Kegelschnitts C@, welcher die Mittelpunkte der Berüh- 
rungskreise des Aehnlichkeitsstrahls mit einander verbindet, 
homologe Strahlen der Vielstrahlen 0' und sind, so folgt, 
dass die Aehnlichkeitsstrahlen der zwei Leitkreise mit dOL 
Durchmessern des Kegelschnitts homolog sind. ^ 

Unter diesen Aehnlichkeitsstrahlen verdient derjenige (B'Sb'] 
eine besondere Aufmerksamkeit, welcher auf der Axe F'F" 
senkrecht steht. Dieser ist, weil auch die CoUineationsaxe 07 
auf derselben Axe senkrecht steht, mit der Collineationsaxe 
parallel; der coUineäre Durchmesser B^ des Kegelschnitts, der 
mit der erstgenannten Linie B'SS' in einem unendlich ent- 
fernten Punkte convergirt, ist also diesen Linien selbst pa- 
rallel und steht daher ebenfalls senkrecht auf der Axe des 
Kegelschnitts. Dieser Durchmesser trägt wegen dieser aas- 
gezeichneten Eigenschaft den Namen der zweiten Axe. 

Die Tangenten der Punkte C'6' des Aehnlichkeitsstrahls 
sind den Tangenten der Punkte C, @ des Kegelschnitts homo- 
log, also ist auch der Convergenzpunkt c' des ersteren Tan- 
gentenpaares dem Convergenzpunkt des letzteren Tangenten- 
paares homolog. Da aber die Tangenten der Punkte C und 
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<S senkredit auf dem AelmlicUcdtflstrabl C^(S' steheh (g.89, ^ 
so sind sie parallel und ihr Convetfenjspunkt fiegt im iue]id<i< 
liehen Raum. Die Endestangenteli aller Strahlen des A^a« 
Kehkeitspanktes O' im Leitkreis F' convei^iren aber in Punk- 
ten der Polare a'c' des Punktes O^ (§. 71, c). Die Endes« 
tangenten der Durchmesser, welche besilglich den Aehnlidh«» 
keitsstrahlen homolog sind, convergiren pach dem Voraus« 
gehenden im unendlichen Raum. Es folgt hieraus, dass die 
Polare a'c' einer Geraden des unendlichen Raumes homolog 
sei, oder dass die Polare a'c' diejenige Gegenaxe bei der 
Collineation des Kegelschnitts mit seinem Leitkreise ist, welche 
in dem Sytem des Leitkreises F' liegt. 

B. Lineare Construktion der Kegelsehnitte. 

%. 90. Sind die zwei Leitkreise eines Kegelschnitts gegeben, und 
sieht man an die inversen' Schnittpunkte eines zugehörigen Aehnlich- 
keitsstrahls die Halbmesser der Leitkreise, so convergiren dieselben ini 
einem Punkte der Peripherie des Kegelschnitts. 

Ftlr den Fall, dass eine Gerade einen Leitkreis ersetzt, ist zu be^ 
merken, dass jede andere Gerade, welche auf jener senkrecht sle&V 
die Stelle eines Halbmessers im unendlich grossen Leitkreise vertritt 

§. 91. Sind die zwei Leitkreise eines Kegelschnitts gegebeot und 
sieht man einen zugehörigen Aehnlichkeitsstrahl, so convergirt die senk* 
rechte HalbirungsUnie des zwischen zwei inversen Pupkten liegendem 
Stackes mit jedem Halbmesser der inversen Punkte selbst iü eineok 
Funkt der Curve des Kegelschnitts. Die Scheitel des Kegelschnitts liegsa 
in der Mitte zwischen den inversen Punkten der Axenrichtung. 

Wenn ein Leitkreis -durch einen Punkt vertreten ist, so ist jede 
Ctoisde, wrelche durch diesen Punkt gehtj ein Aehnllehkeitaifsahlt M 
san Kegelschnitt geiidrt; das Stflck dessdbea, welches swischen den 
Punkt und der Peri|>herie des andereii eigentlichen Leitkreises licgü 
ist eben das Stttck, welches durch eine Senkrechte hslbkt weiden m«B9» 
Pie Hsibinmg dieser von dem gegebenen Punkt nach der Pedpbene 
des Leitkreises gezogenen Linien kann diicch folgende Eigenscbsfl der 
Kreislinie abgekOizt werden: 

Die Halbirungspunkte aller Geraden, die zwischen einem Pnnkt 

Pavlai, a«06rt, «Ima« (itometrie. 11 " 
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und einer Kieisliiiie liegen, liegen selbst wieder aaf einer EjreieÜnie^ 
welche die Axe des Kegebchnitto zo ihrem Durchmesser hat, der ans 
dem Punkt und dem Kreise entwickelt wird. 

§. 92. Sind die swei Leitkreise eines K^elschnitts gegeben, und 
sieht man an die inversen Schnittpunkte eines zugehörigen Aebnlich* 
keitssirahls die Halbmesser eines Leitkreises, so bezeichnen sie auf 
dengenigen Durchmesser des K^elschnitts, welcher mit dem Aehnlich- 
keitsstrahl in einem Punkt der Potenzlinie der Leitkreise convergirt, 
zwei Punkte der Kegelschnitt-Curve. 

Noch ist zu bemerken, dass dieselbe Methode auch Anwendung 
findet, wenn statt des Aehnlichkeitspunktes der Leitkreise nnd des 
Mittelpunktes des Kegelschnitts zwei andere homologe Punkte des Kegel* 
Schnitts und seines Leitkreises gegeben sind. ^ 

§. 93. Sind die zwei Leitkreise, ihre Potenzlinie und die Polare 
des Aehnlichkeitspunktes in einem Leitkreis gegeben, so findet man 
die Punkte des zugehörigen Kegelschnitts, welche auf einer g^ebenen 
Geraden liegen, wenn man durch den Punkt, in welchem sie die Po- 
tenzlinie schneidet, und durch den Punkt, in welchem die Polare von 
der Richtung eines parallelen Halbmessers jenes Leitkreises getrofifen 
wird, eine Hilfslinie legt. Die Halbmesser dieses Leitkreises, welche 
an die Schnittpunkte der Hilfslinie gezogen werden, bezeichnen auf der 
gegebenen Geraden die gesuchten Punkte des Kegelschnitts. 

r 

Die Construktion der Kegelschnitte hängt ganz davon ab, 
wie man die Kegelschnitte entwickelt. Wir werden aber der- 
jenigen Entwicklung den Vorzug einräumen müssen, welche 
zur einfachsten Construktion nicht nur, sondern auch dazu 
führt, die Mannigfaltigkeit der Construktionen in ihrem inne» 
ren Zusammenhang in's Licht zu stellen. Von diesem Stand- 
punkt aus betrachtet, wird die Entwicklung der Kegdschiiitte 
welche im vorausgehenden Abschnitt gegeben wurde, aUe bis- 
her gebräuchlichen weit übertreffen; denn sie bietet nicht nur 
alle bisherigen Construktionen auch dar, sondern sie gewährt 
noch manche neue, die nicht nur durch ihre Einfachheit, son- 
dern auch dadurch ausgezeichnet sind, dass sie die Lficken 
ausfüllen, welche die bisher gebräuchlichen übrig Hessen; 
auch zeigt sie, wie alle Arten von Kegelschnitten durch eine 
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und dieselbe S^el construirt werden kSnnen, und macht dar» 
durch die Construktionsmethode von der besonderen Gestalt des 
Kegelschnitts unabhängig. Die Zahl der Construktionsmethoden, 
welche bei dieser Entwicklung an die Hand gegeben wird, ist 
aber so gross, dass es nothig scheint, dieselben abtheilungsweise 
aufzuführen« Es sollen daher hier nur die Construktions» 
methoden betrachtet werden, welche zwei feste, unveränder- 
liche Leitkreise voraussetzen, im folgenden Abschnitt sollen 
die Methoden angegeben werden, welche auf der Veränderung 
der Leitkreise beruhen, und nachher in einem dritten Ab- 
schnitt diejenigen, welche sich aus der Beschränkung dieser 
Veränderung auf einen besonderen Fall ergeben. 

Man hat im vorausgehenden Abschnitt schon Gelegenheit 
gehabt, zu sehen, dass, wenn man einen Aehnlichkeitsstrahl 
C 6' zweier Leitkreise F' und F'' (Fig. 59) und an die in-^ 
Versen Schnittpunkte desselben die Halbmesser F' C und F" C'^ 
zieht, dieselben immer in dem Mittelpunkt C eines gemein- 
schaftlichen Berührungskreises, ^also in einem Punkt G des 
zu dem Aehnlichkeitspunkt 0' gehörigen Kegelschnitts con- 
vergiren. Diese Eigenschaft gibt aber eine äusserst einfache 
Regel zur Construktion des Kegelschnitts selbst an. Ist nämr 
lieh der Aehnlichkeitspunkt 0' der Leitkreise bestimmt, dessen 
Kegelschnitt gezeichnet werden soll, so hat man nur beliebige 
Gerade durch denselben und sodann die Halbmesser nach 
den inversen Schnittpunkten zu ziehen, so bestimmen die Gon- 
vergenzpunkte dieser Halbmesser eben so viele Punkte auf 
dem Umfang des gesuchten Kegelschnitts. Diese Construktion 
ist namentlich dadurch von Interesse, dass sie,N sobald der 
Aehnlichkeitspunkt O' gefunden ist, nur noch das Ziehen von 
drei geraden Linien voraussetzt, um einen Punkt ^es Kegel- 
schnitts zu haben; und sie kann daher in diesem Sinne eine 
lineare Construktion des Kegelschnitts genannt werden. Diese 
Methode ist nur anwendbar, wenn die Leitkreise ausgedehnte 
Linien sind und nicht durch Reducirung ihres Halbmessers 
auf die Grösse Null in Form von Punkten erscheinen. Die 
Methode ist aber noch ganz wohl anwendbar, wenn einer der 
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Lettkreise in Form dner Geraden gegeben ist, denn nidits 
hindert lu», den Aehnlichkeitspunkt 2a finden (§• 78, d). 
Jeder Aehnlichkeitsstrahl fahrt auch in diesem FaUe zu zwei 
inrersen Punkten C und C (Hg. 59, c), von denen der eine 
auf dem eidlichen Leitkreis und der andere auf der Geraden 
liegt Der Halbmesser C S'^ ± A'^ G" des unendüch grossen 
Kreises und der Halbmesser F'C des endlichen Kreises be- 
bestimmen den Punkt C der Kegelschnittcurve. 

Wenn nun aber diese Methode ihre Anwendbarkeit ver* 
liert, sobald ein Leitkreis auf einen Punkt reducirt ist, so bie- 
tet die Eigenschaft (§. 89, c) eine zweite allgemein anwendbare 
Methode der Construktion dar. Weil nämlich nach obigem 
Satz die senkrechte Halbirungslinie des zwischen zwei inver- 
sen Punkten liegenden Stückes C C" (Fig. 59) eines Aebnlich- 
keitsstrahls ebenfalls mit den Halbmessern F'C und F^'O' 
der inversen Punkte C und C'^ der Leitkreise in einem Punkt 
C des Kegelschnitts convergirt, so kann auch diese senkrechte 
Halbirungslinie statt des Halbmessers eines Leitkreises zur 
Bestimmung des Punktes C des Kegelschnitts benutzt werden. 
Diese Construktion ist zwar nicht mehr rein linear, weil sie 
die Construktion einer Senkrechten voraussetzt, aber sie hat 
den Yortheil , auch in dem Fall noch anwendbar zu sein, 
wenn einer der Leitkreise in Form eines Punktes gegeben ist 
Dieser letztere FaU gewährt aber wieder andere Yortheile, 
denn einmal fallt der Punkt P', welcher den unendlich kleinen 
Leitkreis darstellt (Fig. 60), mit dem Aehnlichkeitspunkt der 
zwei Leitkreise selbst zusammen (§. 78, c), und es bedarf daher 
keiner Construktion zur Auffindung des Aehnlichkeitspunktes, 
dann aber ist jede Gerade wie F'' C, welche man vom Punkt 
F'' aus nach der Peripherie des anderen Leitkreises zieht, 
dasjenige Stuck des Aehnlichkeitsstrahls, welches zwischen den 
inversen Punkten F'' und C liegt. Man hat also nur von 
dem gegebenen Punkt F" aus Gerade nach der Peripherie des 
Leitkreises F' zu ziehen und dieselben durch Senkrechte zu hal- 
biren, so convergirt jede Halbirungslinie mit dem entsprechenden 
Halbmesser F' C in dem verlangten Punkt C des Kegelschnitts. 
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Es ist noch zu bemarken, dass die Halbiroi^i^UDkte, wie D^ 
aller Aehnlichkeitsstrahlen auf der Peripherie eines Kreises 
liegen. Dann zieht man F'C und vom Halbirungspunkt ]> 
der Geraden F'' C nach dem Mittelpunkt des Kegelschnitte 
die Gerade OD, so ist, weil auch O in der Mitte von F'F'^ 
ücgt, OD II FC, also OD = V2F'C'. Weü aber F'C con- 
stant ist, so muss auch die Entfernung OD constant sein, und 
die Halbirungspunkte aller Geraden, welche man von F^' nftch 
der Peripherie des Lei&reises F' ziehen kann, liegen somit 
auf einer Kreislinie. Auf der Richtung F'F^' fällt der Gon« 
veigenzpimkt der senkrechten Halbirungslinie des Stückes P'A' 
und der Halbmesser F' A' des Leitkreises mit dem Halbirungs* 
punkt des Stückes F'A' selbst zusammen, so -dass also der 
Halbirungspunkt A dieses Stfickes selbst ein Punkt des Ke-^ 
gelschnittesi, und zwar der Scheitel desselben i^. Ebenso 
ist auch der Halbirungspunkt 9L des anderen Stfickes F^'Sl' 
der Centralrichtung der andere Scheitel des Kegelschnitts. 
Der Kreis, welcher durch die Halbirungspunkte der Aehnlich- 
keitsstrahlen geht, hat also die Axe AS( des Kegelschnitts 
zum Durchmesser, 

Die zwei Constructionsmethoden, welche im Vorausgehen-» 
den behandelt wurden, ergeben sich , sobald der Kegelschnitt 
als der geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises er*» 
kannt ist, welcher zwei gegebene Kreise berührt; es geseUen 
sich zu demselben noch zwei andere Methoden, sobald man 
die perspektivische Lage des Kegelschnitts mit seinen Leit^ 
kreisen erkannt hat. Diese Lage zeigt nämlich, dass der Aehn** 
lidikeitspunkt O' im System des Leitkreises (Figur 59) und 
der Mittelpunkt O im System des Kegelschnitts zwei homo* 
löge Punkte des Kegelschnitts und des Leitkreises sind (§. 89, d). 
Zieht man also von diesen Punkten aus nach einem beliebigen 
Punkt y* der Collineationsaxe (welche mit der Potenzlinie der 
zwei Leitkreise zusammenfällt), zwei Gerade, so sind diess 
homologe Linien, §. 46, a. Die Gerade Oy in dem System 
des Leitkreises schneidet den Leitkreis F' in den Punkten C^ 
und 0/ ; zieht man also nach diesen Punkten die Gollineations* 
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strahlen F'C und F'6', so bestimmen sie auf 0/ die colli- 
lieären Punkte C und 6 in dem System des Kegelschnitts 
(§, 46, a) , folglieh sind C und 6 diejenigen Punkte des Kegel- 
schnitts, welche den Punkten C und 6' des Leitkreises F' 
homolog sind. Auf gleiche Weise kann man noch beliebig 
viele andere Punkte des Kegelschnitts construiren, und zwar, 
wie man sieht, ebenfalls durch ein lineares Verfahren, sobald 
der Aehnlichkeitspunkt und die Potenzlinie der zwei Leitkreise 
bestimmt ist. Diese auf der Collineation beruhende lineare 
Construction des Kegelschnitts hat noch den Vorzug vor der 
in §. 90 angegebenen, dass sie von allgemeinerer Anwendbar- 
keit ist, denn sie beschränkt sich nicht blos auf die Fälle, 
WO beide Leitkreise endliche Dimension haben, sondern sie 
kann auch noch da benützt werden, wo einer der Leitkreise 
durch einen Punkt oder durch eine Gerade ersetzt ist. Sie 
gewinnt im Gegentheil noch an Einfachheit, wenn einer der 
Kreise eine solche extreme Gestalt besitzt. Denn ist der 
zweite Leitkreis F'' (Fig. 60) auf den Punkt F" reduzirt, so 
ist dieser Punkt auch zugleich der Aehnlichkeitspunkt; man 
darf nur noch die Potenzlinie ay zwischen dem Leitkreis F' 
und dem Punkt F" suchen, um die Methode anwenden zu 
können. Zieht man nämlich alsdann nach einem beliebigen 
Punkt y' dieser Potenzlinie die Geraden Oy' imd F'V, und 
nach dem Schnittpunkt C der letztern den Halbmesser F'C, 
so bestimmt er den Punkt C des Kegelschnitts. Ist aber 
einer der Leitkreise F" unendlich gross (Fig. 59, c) , so führt 
die Anwendung dieser CoUineationsmethode ganz zu der glei- 
chen Construction wie die Methode des §.90. Diese CoUi- 
neationsmethode verliert ihre Anwendbarkeit nur für den 
Fall, dass ein Leitkreis in Form einer Geraden und der an- 
dere in Form eines Punktes gegeben ist 

Die im Vorausgehenden angewendete CoUineationsme- 
thode beruht auf der Collineation des Kegelschnitts und sei- 
nes Leitkreises, und benuzt den Aehnlichkeitspunkt und den 
Mittelpunkt des Kegelschnitts als zwei homologe Punkte zu 
ihren Anhaltspunkten. Hat man aber vorher durch eine der 
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Torausgehendm Methoden zwei andere homologe Punkfe der 
Systeme bestimmt, so kann man auch von ihnen als den fe- 
sten Anhaltspunkten ausgehen und im Uebrigen ganz auf 
gleiche \yeise verfahren. 

Man kann auch die Benützung zweier homologen Punkte 
ganz vermeiden, und dafür zu den Gegenaxen der Collinea^ 
tion rekurriren. Diess fahrt zu einer vierten Methode (Fig. 61). 
CoBstruirt man nämlich auch noch zu dem Aehnlichkeitspunkt 
O' in einem der Leitkreise F' die Polare ac, so ist sie die 
Gegenaxe in dem Systeme des Leitkreises (§. 89, f). Zieht 
man daher eine ganz beliebige Gerade MN, welche die Potenz* 
linie der zwei Leitkreise in dem Punkt '^ schneidet, und zieht 
von dem Collineationscentrum F' aus einen parallelen Colli- 
neationsstrahl F'c, welcher die Gegenaxe in dem Punkte c 
trifft, so ist die Verbindungslinie /c im System des Leitkrei- 
ses der Geraden MN im System des Kegelschnitts homolog 
(§. 47, e). Die Gerade y c schneidet aber den Leitkreis in den 
Punkten C und @', zieht man nach diesen Punkten die Col- 
lineationsstrahlen F'C und F'(S', so bestimmen sie die homo- 
logen Punkte C und @ in dem Kegelschnitt (§. 45, a). Diese 
vierte CoUineationsmethode ist ebenso allgemein anwendbar, 
wie die vorausgehende und bietet noch den Yortheil dar, dass 
sie die Punkte des Kegelschnitts liefert , die auf irgend einer 
beliebigen Geraden MN liegen. 

Von den vier Methoden ist meines Wissens keine bekannt 
als die des §. 91, und auch sie ist hauptsächlich nur bei einer 
besondern Art des Kegelschnitts (der Parabel) gebräuchlich.' 
Gerade die interessanteren rein linearen Gonstructionen wurden 
somit ausser Acht gelassen. Man kann gegen die andern Me-. 
thoden etwa das einwenden, dass sie nicht von so allgemei- 
ner Anwendbarkeit seien; allein es soll im nächsten Abschnitt 
nun gerade gezeigt werden, wie gegebene Leitkreise durch 
andere ersetzt werden können , und eben damit ist auch das. 
Mittel an die Hand gegeben, jede der vier Methoden allge- 
mein anwendbar zu machen. 
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Kegelteluiltle^ 

%. 94. Siod xwei Leitkreide gegeben und sfnd far einen ihTer 
AehnlichkeiUpunkte auf ihrer Centralen die Scheitelpunkte ihres K^ 
gelfehnitta conatreirt, so k&naen die xwei gegebenen Leitkreise durch 
jede Bvei andere Ldtkreiae enetst werden, welche mit den gegebenen 
fioncentiiicii ond ausaerdem so beschaffen aind, dasa auch Ihre inveia* 
U^ffnden Punkte der Centralen ^ichweit von den Scheitelpunkten 
408 Kegelschnitts abstehen. 

Bfan leitet hieraus folgende Regel zur VeiSnderung der Let(- 
kteiae tbi 

Sind zwei Leitkreise gegeben und die Scheitelpunkte fdr den Ke* 
lelschnitt eines Aehnlichkeitspunktes construirt, so nehme man auf 
beiden Seiten eines Scheitelpunktes in gleichem Abatand zwei andere 
Punkte, ond construire aus dem Mittelpunkte des einen Leitkreises 
einen concentrischen Kreis, welcher durch den einen dieser Punkte geht, 
«nd aus dem Mittelpunkte des andern Leitkreises einen concentrischen 
krds, welcher durch den andern jener Punkte geht, so liefern die auf 
diese Weise gezeichneten Kreise fttr den entsprechenden Aehnlichkeits- 
punkt denselben Kegelschnitt, wie die gegebenen Leitkreise. 

§• 96. Die Leitkreise eines Kegelschnitts gestatten solche VeriUi* 
derongen, welche werth sind, etwas genauer gekannt zu werden. 

a) Wenn zwei Leitkreise von endlicher Dimension gegeben adad, 
so kann man statt ihrer immer auch solche setzen, tou welchen der 
eine oder auch der andere auf Null reducirt ist; umgekehrt: wenn ein 
Punkt und ein Leitkreis von endlicher Dimension zur Entwicklung eines 
Segebehnitts gegeben sind, so kGnnen immer auch zwei Leitkreise end« 
lieber Dimension fflr sie substituirt werden. 

b) Auch wenn unter den gegebenen Leitkreisen eines Kegelachnitts 
einer unendlich gross ist, und also die Form einer Geraden hat, so 
kOnnen immer solche Leitkreise fflr sie gesetzt werden, Yon welchen der 
öidliche Leitkreis auf einen Punkt reduzirt ist; und umgekehrt: wenn 
ein Punkt und eine Crcrade zur Entwicklung eines Kegelschnitts gege* 
hen sind, so kann immer auch ein endlicher Kreis und eine Gerade 
fftr sie substituirt werden* 

c) Wenn unter den zwei Leitkreisen keiner die Form einer Gen* 
den hat, ao kann auch durch keine Vetlnderung ötx Leitkieise eine 
solche gewonnen werden, und umgekehrt, wenn unter den gegebenen 
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LtilkfdteD einer. ^ Fom einet Geiaden kat, lo kann aof keine 
Weise diese 6en4e duich einen endlichen Kreis ersetet werden. 

d) Statt zweier Punkte kOnnen zwei endliche, gleich grosse Lei^ 
kreise gesetzt werden ^ und umgekehrt : Zwei Gerade kOnnen immer 
nur wieder durch ein anderes Paar Gerade ersetzt werden. 

§. 96. Wenn zwei Leitkreise, die zur Entwicklung eines Kegel- 
schnitts gegeben sind, auseinander oder ineinander liegen, so dass sie 
sich nicht schneiden, so kOnnen sie immerhin auch durch zwei Schnitt» 
kreise ersetzt werden, und die Schnittpunkte dieser Leitkreise sind im« 
mer zugleich auch Punkte ihrer Kegelschnlttcurve. 

Diese Eigenschaft der Leitkreise eines Kegelschnitts liefert eine 
weitere Methode zur Construction der Kegelschnitte, welche auf alle 
Arten der Leiikreise, auch wenn sie beliebig ettreme Dimensionen ha» 
ben, anwendbar ist. Bfan setze nSmlich statt der gegebenen Leitkreise 
immer wieder andere Paare von Schnittkreisen nach der Regel des 
Ik 94, so werden die Schnittpunkte derselben eben so viele Paare von 
Punkien des Kegelschnitts liefern. 

In dem Fall, dass der Leitkreis unendlich gross ist und ein end« 
lieber Bogen desselben in Form einer Geraden gegeben ist, hat man 
zu bemerken, dass alle unendlich grossen concentrischen Kreise, in ih«- 
ren endlichen Bogen als parallele Gerade erscheinen. 

Wenn im vorausgehenden Abselmitt die gegebenen Leit-> 
kreise als constant betrachtet wurden, so bleibt jetzt zu unter- 
suchen, ob die Leitkreise nicht ver&ndert werden können, 
ohne dadurch. die Eigenschaft zu verlieren, ganz denselben 
Kegelschnitt zu liefern. Sind nun F' und F'' zwei Leitkreise, 
Fig. 62, welche die Centrale in den Punkten A' und 9', A'' 
und iL'* schneiden, so haben fBr den innem Aehnlichkeitspunkt 
die Schnittpunkte A^ und A'^ so vne %' und W eine inverse 
Lage, die Mitte A des StUckes A'A'' und die Mitte 9L des 
St&ckes fl^W sind dso die Scheitel des Kegelschnitts, der 
zum innem AehnUchkeitspimkt gehfot Nimmt man nun rechts 
und Unfcs vom Scheitei A die Punikte a' und a'', so dass 
Aa' ^ Aa'S und zieht aus F^' mit F^'a^' und ans F mit FV 
zwei Kreise^ so werden auch die Kreise FV und F'V zu 
demselben Kegelschnitt filhren, wie die gegebenen Leitkreise» 
Dem essei C cni Eraeugungskreis des innem Athslichkeits- 
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Punktes, d. h. ein Kreis, welcher die gegebenen Leitkreise un- 
gleichartig in den Punkten C und G^' l^ertthrt, so liegen die 
Punkte C, C und F', sowie die Punkte C"C und F" je in 
gerader Richtung. Weil nun der Scheiteljpunkt A sowohl in 
der Mitte von A'A'', als auch in der Mitte von a'a^' liegt, so 
folgt, dass A'a' = A"a'', die Kreise F'a' und F''a" werden 
also auch die Richtungen CG' und GG'' in solchen Punkten 
c' und c" schneiden, dass G'c' = G'c". Wenn man hier GC' 
=s GG" addirt; so kommt Gc' = Gc" ; ein aus G mit Gc' be- 
schriebener Kreis geht also auch durch &' und berührt 
die Ersatzkreise in den Punkten d und c'^ Man schliesst 
hieraus, dass die gegebenen Kreise und die zwei Ersatzkreise 
concentrische Berührungskreise sind, oder dass die Mittel-' 
punkte der Berührungskreise der gegebenen Leitkreise, und' 
die der zwei Ersatzkreise, aufeinander fallen. Es liefern also 
aiich die letztern ganz denselben Kegelschnitt wie die erstem. 
Es ist noch zu bemerken und ganz auf demselben Wege zu 
beweise», dass man zum gleichen Resultat gelangt, wenn aus 
F' mit dem Halbmesser F'a" und aus F" mit dem Halbmesser 
F"a' Kreise beschrieben werden. Auch diese Kreise F'a" 
F'^a' haben einen Berfihrungskreis G}^, der mit dem Berüh- 
rungskreis GG' der gegebenen Leitkreise concentrisch ist, auch 
sie können daher als Ersatzkreise für die gegebenen Leitkreise 
benutzt werden. Auch ist der Fall des Kegelschnitts des 
äussern Aehnlichkeitspunktes so übereinstimmend mit dem 
Fall des innem Aehnlichkeitspunktes, dass auf die Analogie 
verwiesen und die Gültigkeit des Satzes für alle Fälle fest- 
gestellt werden kann. 

Unter den besonderen Fällen, die durch die Veränderung 
der Leitkreise erzielt werden können, mag nwientlich darauf 
aufmerksam gemacht werden, dass zwei gegebene Leitkreise, 
von denen keiner auf einen Punkt reduzirt ist , immer durch 
zwei Paare von Leitkreisen ersetzt werden können , von wel- 
chen der eine oder der andere diese Reduction erfahren hat 
Nimmt man nämlich AP = AF'' (Fig. 63, a) und beschreibt aus F' 
mit F'f den einen Ersatzkreis, so .muss der andere Ersatzkreis, 
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der aus F" beschrieben werden soH, auch durch F" gehen, 
das heisst, er muss die Gestalt des Punktes haben. Macht 
man aber Af" = AF' und beschreibt aus F" mit F"f ' den 
eiBcn Ersatzkreis, so muss der andere JBrsatzkreis F' die Ge- 
stalt des Punktes annehmen. Es ist aber einleuchtend, dass 
diese Reduction eines Leitkreises auf einen Punkt immer mög- 
lich sein muss, so lange der gegebene Leitkreis nicht unendlich 
gross ist. Wenn aber eine Gerade und ein endlicher Kreis gege- 
ben sind, so kann sehr wohl der endliche Kreis auf einen Punkt 
reduzirt werden. Nimmt man hier Af = AF' und zieht 
durch f" eine Gerade f'c" || A"C", so ist f'c" der Bogen des 
unendlich grossen Ersatzkreises, und der endliche Ersatzkreis 
wird auf einen Punkt reduzirt, Fig. 63, b. Umgekehrt : wenn 
nach der allgemeinen Kegel nun ein Punkt F' und eine Ge- 
rade f" c" gegeben sind, so kann ein endlicher Ersatzkreis F'A' 
und ein unendlicher A"C" für jene gesetzt werden. 

Ueberhaupt ist leicht einzusehen, dass, wenn ein unend- 
lich grosser Leitkreis gegeben ist, derselbe durch keine end- 
liche Veränderung der Leitkreise den Charakter des Unend- 
lichgrossen aufgeben kann, weil durch Hinzuthun oder Hin- 
wegnehmen von endlichen Stücken das ünendlichgrosse 
keine Veränderung zu erleiden vermag. Die zur Entwicklung 
der Kegelschnitte gegebenen Leitkreise besitzen daher nur 
dann einen unveräusserbaren Charakter, wenn einer derselben 
unendlich gross, also durch eine gerade Linie ersetzt ist. 

Dass zwei Punkte durch zwei gleich grosse Kreise und 
zwei Gerade durch zwei andere parallele Gerade in gleicher 
Entfernung ersetzt werden können, wird man leicht einsehen. 

Ein besonders für die Construction der Kegelschnitte wich- 
tiges Moment, das bei der Veränderung der Leitkreise in Be^ 
tracht kommt, bieten die Ersatzkreise, welche sich schneiden. 

Zu jedem Paar von Punkten a' und h*' (Fig. 62, a), 
welche gleichen Abstand vom Scheitel A haben, gehören im- 
mer zwei Paare von Ersatzkreisen, nämlich die Ersatzkreise 
F'a' und F"a" und die Ersatzkreise F'a" und F"a'. Un- 
ter diesen zwei Paaren von Ersatzkreisen ist nothwendig 
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imiiier ein solches, das aus zwei Sdyuitkreisen bestdit. Dem 
wird Wzf^ vom Kreis FV dngesehlossen , so liegt F'^ im Kreis 
F' a^', und a' ausserhalb des Kreises F' a'' ; der Kreis P a^' 
muss also den Kreis F' V durchschneiden. Die Schnittpunkte 
P und $ zweier sich schneidender Ersatzkreise sind aber selbst 
Punkte auf dem Kegelschnitt, der aus ihnen sich entwickelt 
Denn man sieht wohl, dass der Berührungskreis C mit seiner 
Annäherung an den Schnittpunkt P immer kleiner, und in dem- 
selben selbst auf einen Punkt reduzirt wird, so dass also P 
selbst ein Punkt des Kegelschnitts ist Man wird abar auch 
leicht direkt beweisen, dass ein aus P beschriebener Kreis, 
wacher den einen Kreis PA' berfihrt, auch den andern F^'A'' 
berühren muss. 

Diese Eigenschaft der Schnittpunkte der Leitkreise eines 
Kegelschnitts gibt ein weiteres, sehr einfaches Mittel zur Gon- 
struction desselben. Nimmt man immer wieder andere Punkt- 
paare in gleicher Entfernung von einem Schnittpunkt A des 
Kegelschnitts, und zeichnet für jedes derselben dasjenige Paar 
der Ersatzkreise, deren Peripherie einander schneiden, so lie- 
fern die Schnittpunkte derselben eben so viele Punktpaare der 
KegelschnittUnie. Es ist noch zu bemerken, dass diese Me- 
thode auf alle Leitkreise gleichmiissig anwendbar ist, und dass 
auch der Fall nicht ausgenommen ist, wenn einer der Leit- 
kreise oder sogar beide durch gerade Linien vertreten sind. 
Diese Methode der Construction der Kegelschnitte ist die be- 
kannteste und namentlich zur Construction derjenigen Kegel- 
schnitte (EUipse und Hyperbel) gebräuchlich, *) welche aas 
solchen Leitkreisen sich entwickeln lassen, von denen keiner 
unendlich gross ist Sie ist jedoch auch ebenso gut für die 
Fälle (der Parabel) anwendbar, wo ein Leitkreis durch eine 



*) Man wird leicht bemerken^ dass die hier angegebene Conatmctioa 
mit derjenigen identisch ist, welche anf der Eigenschaft beruht, dass die 
Summe oder Differens der Brennstrahlen eines jeden Punktes der Kegelschnitt« 
curve der Axe gleich ist. Die Form, in welcher sie durch die Verfindemng 
der' Leitkreise erscheint, hat aber den Vorzug der Allgemeinheit, sofern 
d^»eU>e Rfegel für die EUi||se^ Hyperbel md Parabel anwendbar ist. 
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G«mde vertreten ist, sobald mm beinerkt, dass parallele 
Gerade als endliche Bögen unendlich grosser concentrischer 
Kreise betrachtet werden können. Um diess zu zeigen, ist 
Figur 62, c gezeichnet, die sich selbst erklärt 

D. Entrrlcklimg der Kegelsehnlfte aus den Dlrektrizen« 

§•97. la dem besonderen FaU, we einer der zwei Leitkreise 
eines Kegelschnitts auf einen Punkt reduzirt ist, wird die Collinea- 
tionsaxe des Kegelschnittes und seines Leitkreises Direktrice genannt. 

Da aber jeder der zwei Leitkreise auf einen Punkt reduzirt wer- 
den kann, so gehören auch zu jedem Kegelschnitt zwei Direktrizen. 
Dabei heisst die Direktrize dem Brennpunkte zugehörig, welcher die 
Beduktion zum Punkte erlitt 

So oft ein Leitkreis eines Kegelschnitts auf einen Punkt reduzirt 
ist, ist der Halbmesser des andern Leitkreises der Axe des Kegel- 
schnitts gleich. Man erhält ailso die zwei Leitkreise, aus welchen je 
mit dem andern Brennpunkt der Kegelschnitt entwickelt werden kann, 
wenn man aus den zwei Brennpunkten mit der Axe des Kegelschnitts 
zwei Kreise beschreibt. 

Die zwei Direktrizen des Kegelschnitts liegen in gleicher Entfer- 
nmig von dem Mittelpunkt des Kegelschnitts. 

Die zwei Direktrize liegen im endliehen Baum, wenn keiner der 
Leitkreise unendlich gross ist; ist einer der Leitkreiie unendlich gross, 
so liegt auch eine Direktrize im unendlichen Baum; sind beide Lell- 
kreise^ unendlich gross, so liegen beide Direktrizen im unendlichen 
Baum. 

g. 98. Da Immer ein Leitkreis auf einen Punkt reduzirt werden 
kann, wenn nicht beide Leitkreise unendlich gross sind, so eigibt sich 
Iftr die Tangenten der Kegelschnitte folgende Eigenschaft: 

Wenn der Scheitel eines rechten Winkels auf der Peripherie eines 
über der Axe des Kegelschnitts als Durchmesser construirten Kreises 
liegt und ein Schenkel desselben durch den Brennpunkt geht, so berührt 
der andere Schenkel den Kegelschnitt, und umgekehrt: wenn ein Schen- 
kel dieses rechten Winkels den Kegelschnitt berührt, so geht der an- 
dere Sehenkel durch einen Brennpunkt des Kegelschnitts. 

S* W. Die Direktrize hat in Betreff der Gonstruction des K^l- 
sdmitts folgende bemerkenswerthe Eigenschaften: 

a) Die Entfernungen eines Pu&kfes der KegeUdhnittlinie von 
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einem ^eonpiuilLt und der zagehSngen Direktrize haben ein coostup 
tes Verhaitniss za einander, welches der ExoentricitSt des K^dschoitti 

gleich ist 

b) Die Axe ist das geometrische Mittel zwischen der Entfenug 
der Brennpunkte nnd der Entfernung der zwei Direktrizen. 

Dieses constante VerhSltnias , in welchem die Abschnitte zwiachen 
einem Punkte der Kegelschnittlinie von der Direktrize und ihrem zb- 
gehOrigen Brennpunkte stehen, gibt ein weiteres Mittel zur Constnik- 
tion, welches namentlich dann sehr einfach wird, wenn der Hauptpui- 
meter schon construirt ist 

Die tibrigen Eigenschaften der Direktrizen werden bei der Polatift 
der Kegelschnitte betrachtet werden. 

Wenn man den extremen Fall ausschliesst, da beide g^ 
gebenen Leitkreise eines Kegelschnitts unendlich gross sind, 
so folgt aus §. 95 , dass die Leitkreise immer durch solck 
andere concentrische Ej*eise ersetzt werdeir können, von wel- 
chen einer auf einen Punkt reducirt ist. Und dieser einfache 
Fall führt zu manchen allgemeinen Eigenschaften der Kegel* 
schnitte, von denen hier diejenigen untersucht werden solIeD, 
die för die ConstruktioQ von Wichtigkeit sind. Ist F' der 
Leitkreis und F^' der Punkt, aus welchem der Kegelschmtt 
A% construirt ist (Fig. 60), so lehrt §. 91, dass die Scheitel- 
punkte A« der Centralen F'F" die Stücke F"A' und F'* 
halbiren; es ist also 

F''A = V^F^A', F"a = 'AF"«', 
folgUch A« = % (F"«' ± F''A) = V2A'«' = F'A' 
wo das Zeichen + gilt, wenn der Punkt F" im Leitkreis f 
liegt (Fig. 60, a), und das Zeichen — , wenn er ausserhalb des^ 
selben liegt (Fig. 60, b). 

Nimmt man also den Halbmesser eines Leitkreises der 
Axe des Kegelschnitts gleich, so reducirt sich der zugehorig<^ 
andere Leitkreis auf einen Punkt, den andern Brennpunkt des 
Kegelschnitts. Wenn einer der Leitkreise unendlich gross is^ 
so kann nur der endliche Leitkreis auf einen Punkt reducift 
werden (§. 95, b). Ist aber diess nach der Regel (§. 94) g^ 
schehen, so folgt aus §• 91, dass dann der Scheitel A des 
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K^elschnitts das Stück F'^ A' zwischen dem Brennpunkte F^ 
und der Geraden A' C halbirt. Umgekehrt, will man den end«- 
liehen Leitkreis auf den Funkt F'^ redudrt haben, so wähle 
man nur zum unendlich grossen Kreis eine Gerade, deren 
Abstand vom Brennpunkt F' = 2 AF' ist (Fig. 60, c). 

Für diesen Fall nimmt aber die Regel (§. 89, c) eine ber 
merkenswerthe Gestalt an. Zieht man vom Brennpunkt F'^ aus 
in dem mit A 31 beschriebenen Leitkreis F' (Fig. 60) eine Gerade 
F^'C, so ist die senkrechte Halbirungslinie dieser Geraden 
eine Tangente des Kegelschnitts, und es liegt der Halbirungs- 
punkt D auf dem Umfange eines über der Axe A8C als Durch- 
messer «beschriebenen Kreises (§. 91). Umgekehrt wird man 
auch schliessen, dass, wenn der Scheitel eines rechten Win- 
kels auf dem Umfange dieses Kreises liegt, und der eine Schen- 
kel den Kegelschnitt in einem Punkte berührt, der andere 
Schenkel durch den Brennpunkt F' geht; denn sonst müsste 
man ja in D noch eine zweite Gerade F^'D ziehen können, 
die auch au^ CD senkrecht wäre, was unmöglich ist. 

Zu diesen Eigenschaften, welche als besondere Fälle in 
den früheren schon enthalten sind, kommen noch solche, wel- 
che die Collineationsaxe zwischen dem Leitkreis und dem Ke- 
gelschnitt betreffen und sie sind merkwürdig genug, um diese 
Collineationsaxe durch den besonderen Namen der Direktrizcn 
auszuzeichnen. 

Man weiss, dass die Kegelschnittcurve die Mittelpunkte 
aller Berührungskreise zweier gegebenen Kreise enthält (§. 87), 
und dass die Collineationsaxe zwischen dem Kegelschnitt und 
einem Leitkreis ein gemeinschaftlicher Aehnlichkeitsstrahl aller 
Berührungskreise ist (§. 85, b) , und dass desshalb der Halb- 
messer des Berührungskreises zum Abstand seines Mittelpunk- 
tes von der Collineationsaxe ein constantes Verhältniss hat 
(§. 79). Diese letztere Eigenschaft kann auch , wie überhaupt 
jede allgemeine Eigenschaft der Kegelschnitte, zur Entwicklung 
der Kegelschnitte gebraucht werden. Man kann sagen, der 
Kegelschnitt ist der geometrische Ort derjenigen Funkte, deren 
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Entfernui^n von einem gegebenen Kreis und ein^ geg^bt- 
nen Geraden ein constantes VerhSltniss haben. 

Diese Eigenscliaft der Kegelschnitte nhnmt noch eine du- 
fächere Form an, wenn man die Leitkreise so wählt, dass einer 
derselben auf einen Punkt reduzirt ist. Die Punkte d^* Kegd- 
schnittcurve haben nämlich alsdann eine solche Lage, dass ihre 
Entfernungen von der Direktrize und dem zugehSrigen Brenn- 
punkt ein constantes Verhältniss haben. Auch kann man den 
Satz umkehren und sagen, der Kegelschnitt ist der geometri- 
sche Ort aller Punkte, deraa Entfernungen von einer gegebe- 
nen Geraden und einem gegebenen Punkte ein constantes Ver- 
hältniss haben. Weil man aber, wenn die zwei Leitkreise end- 
liche Dimensionen haben, nach einander beide auf einen Punkt 
reduziren kann, so erhalt man auch für jeden Kegelschnitt 
zwei Direktrizen. Beschreibt man aus F' und F'' nach eis- 
ander mit AS zwei Kreise, so ist die Potenzlinie ciy zwischen 
dem Kreis F'A' und dem Punkt F^' die eine Direktrize, und 
die Potenzlinie o'ts' zwischen dem Kreis F'^A'^ und dem Punkt 
P die andere Direktrize. Weil aber die zwei Ej*eise F'A' und 
F'^A'^ da sie mit demselben Halbmesser A% constniirt smd, 
congruent sind, und da auch die Entfernung der Punkte F' und 
F'' vom Mittelpunkt der Kreise dieselbe ist, so sind auch die 
Punkte F^ und F^' dieser Kreise beziehlich uniform liegende 
Punkte, es werden daher auch die Direktrizen ab die Potenz- 
linien beziehlich uniform liegende Linien sein, so dass auch 
F"a = F'o* und also auch 0« = Oaf. 

Um den Werth des constanten Verhältnisses F'D : Dd 
(Fig. 64) dar Entfernungen eines Punktes der Kegelschnitt- 
curve Ton einem Brennpunkt und der zugehSrigen Direktrizen 
auf seinen einfachsten Ausdruck zu bringen, wählt man die 
Scheitel A und 9 (Fig. 60), fBr welche nach diesem Gesetze 

F"a : Ha = F"A : A«, 
Uforaus F'« — F'A : «a — Aa = F«A : Aa, oder 

F'F" : A« = F'A : A«, 
d. h. jenes constante Verhältniss ist der Excentrizität des Ke- 
gelschnittes gleich. Aus derselben Proportion folgt aber auch 
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F"a + F''A : «a + Aa = F"A : A« oder 

A« : ««' = F"A : Aa, 
also ist FT" : A« = A« : aof 

d. h. die Axe ist das geometrische Mittel zwischen der Ent- 
fernung der Brennpunkte und der Entfernung der Direktrizen. 
Jenes constante Verhältniss kann auch zur Construction des 
Kegelschnitts gebraucht werden, namentlich wenn ein Parame- 
ter gegeben ist Zieht man nämlich vom Brennpunkt F' und 
vom Ende C des Hauptparameters (Fig. 64) zwei Gerade durch 
einen Punkt D der Kegelschnittcurve, welche die Direktrize 
in den Punkten M und N schneiden , und die Gerade F'ä, 
DiJ, Cy senkrecht auf die Direktrize, so ist, weil F'C || MN 

F'D : F'C = DM : MN, 
und weil die Punkte D und C auf der Kegelschnittcurve lie- 
gen, und Cy = F'a ist 

F'D : F'C = Dd : F'a, 
und endlich weil F'a || Dd ist 

ÖM : F'M = Dd : F'a. 
Aus diesen drei Proportionen folgt DM:MN = DM:F'M. 
Es ist also MN = F'M. Macht man also umgekehrt MN = 
F'M und zieht die Gerade CN, so schneidet sie die Gerade 
F'M in einem Punkt des Kegelschnitts. Auf diese Weise kann 
man mit Leichtigkeit beliebig viele Punkte auf der Kegel- 
schnittcurve bestimmen. 

E« Eintheilung der Kegelschnitte. 

§. 100. Der Kegelschnitt heisst Ellipse, wenn alle seine Punkte 
im endlichen Raum liegen. 

Eine Ellipse liefern zwei Leitkreise endlicher Dimension, 4^rea 
Aehnlichkeitspunkt i n der Fläche der Leitkreise liegt. 

Alle in einander liegenden endlichen Kreise liefern daher sowohl 
ftir ihren innern als auch für ihren äussern Aehnlichkeitspunkt eine 
Ellipse. Zwei Schnittkreise liefern nur für ihren innern Aehnlichkeits- 
punkt eine Ellipse. Ein Punkt und ein Kreis liefern nur dann eine 
Ellipse, wenn der Punkt in der Kreisfläche liegt. 

rsiulni^, neuere, «Vene Geometrie. \% 
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§. 101. Der KegelschtiiU heisst Hyperbel, wenn er mit zwei 
Pankten seines Umfange« im unendlichen Raum liegt. 

Eine Hyperbel liefi^rn zwei Leitkreise endlicher Dimension, wenn 
deteo Aehnlichkeitapankt ausserhalb der Flüche der Leitkreiae li^. 

Alle auseinander liegenden endlichen Kreise liefern daher sowohl 
fOr ihren äussern als auch fOr ihren Innern Aehnlichkeitspuokt eine 
Hyperbel; zwei Schnittkreise liefern nur fflr ihren äussern Aehnlichkeits- 
pankt eine Hyperbel. Ein Paukt und ein Kreis liefern nur dann eine 
Hyperbel, wenn der Punkt ausserhalb der Kreisfläche liegt. 

§. 102. Der Kegelschnitt heisst Parabel, wenn er mit einem einzigen 
Punkt im unendlichen Raum liegt. 

Eine Parabel liefern zwei Leitkreise, von denen der eine von 
endlicher und der andere von unendlicher Dimension Ist. Der Aehn- 
lichkeitspunkt solcher Leitkreise hat gegen die zwei Leitkreise eine 
ungleichartige Lage; er liegt auf der Peripherie des endlichen Leit- 
kreises, aber innerhalb oder ausserhalb der Fliehe des unendlich gros- 
sen Leitkreises. 

Nur ein endlicher Kreis und eine Grerade, oder ein Punkt und 
ein Kreis liefern also eine Parabel. 

Ausser den Fällen , die in den vorausgehenden Nummera angeführt 
sind, gibt es noch solche, welche extremer Natur sind und einen Ke- 
gelschnitt von der abnormen Gestalt der Geraden liefern. Dahin ge- 
hOren die Kegelschnitte der Beruh rungskreise für den Berührungspunkt 
als Aehnlichkeitspunkt und die Kegelschnitte, welche aus zwei unend- 
lich grossen Kreisen, d. 1. aus zwei Geraden entwickelt werden. So 
oft daher von Kegelschnitten die Rede ist, so hat man von diesen ex- 
tremen Gestalten zu abstrahiren. 

Die Kegelschnitte sind collineäre Curven des Kreises und 
sind Curven der zweiten Ordnung, d. h. solche Curven, welche 
von einer Geraden höchstens in zwei Punkten geschnitten wer- 
den können. Nimmt man bei der Collineation des Kreises und 
des Kegelschnitts Kücksicht auf die Gegenaxen, so sind drei 
Fälle möglich, indem der Kreis von der Gegenaxe seines 
Systems entweder in keinem Punkt, in einem Punkt oder in 
zwei Punkten geschnitten werden kann. Im ersten Fall ist aber 
der Kegelschnitt nach §. 63, a eine geschlossene, im endlichen 
Raum liegende Curve und heisst Ellipse, im zweiten Fall liegt 
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sie mit einem Punkt im unendlichen Baum und verläuft na^li 
zwei Seiten hin in's Unendliche, im dritten Fall besteht sie 
aus zwei auseinander liegenden Aesten und heisst Hyperbel» 
Es fragt sieh nun, zu welcher Art dieser Gurven wird man 
gefuhrt, wenn man den Kegelschnitt aus zwei Leitkreisen con* 
struirt. 

Für den Fall der perspektivischen Lage des Kegelschnitts 
und seines Leitkreises folgt aber aus §. 89, f, dass der Aehn*^ 
lichkeitspunkt 0' der zwei Leitkreise und die Gegenaxe oft* 
im System des Leitlo^eises F' sich zu einander verhalten wie Pol 
und Polare. Liegt also die Gegenaxe ausserhalb des Leitkrei- 
ses (Fig. 59, a), so liegt der Aehnlichkeitspunkt in den Leit* 
kreisen; liegt die Gegenaxe a'd innerhalb des Leitkreises F' 
(Fig. 59, b), so liegt der Aehnlichkeitspunkt O' ausserhalb der 
Leitkreise. Im ersten Fall wird also der Kegelschnitt die Gestalt 
der Ellipse , im zweiten Fall die Gestalt der Hyperbel haben. 

Die zwei vorausgehenden Fälle setzen zwei Leitkreise von 
endlicher Form voraus; und der dritte noch denkbare Fall, 
wo die Gegenaxe den LeitkrQis berührt , führt zu einer extre- 
men Gestalt. Denn hier muss der Aehnlichkeitspunkt auf der 
Peripherie des Leitkreises im Berührungspunkt der Gegen-^ 
axe liegen. Diess ist aber bei endlichen Kreisen nur der 
Fall, wenn beide Leitkreise sich ui eben diesem Punkte be» 
rühren (§. 78, a). Ein Berührungskreis, der zu diesem Aehn- 
lichkeitspunkt gehört, kann aber die Leitkreise in keinem an- 
dern Punkt, als in eben diesem Aehnlichkeitspunkt berühren, 
der Mittelpunkt des Ergänzungskrdses muss also auf der Gen** 
traten der zwei Leitkreise selbst liegen, und der Kegelschnitt 
erscheint hier als eine Gerade, welche mit jenen Centralen zu- 
sammenfallt. Dass hier der Kegelschnitt in Form einer Ge- 
raden auftritt^ widerspricht dem Satz 86 nicht, denn es kann 
ja auch die Gerade als ein endlicher Theil eines unendlich 
grossen Kreises betrachtet werden. 

Wenn aber einer der zwei Leitkreise die Gestalt der Ge- 
raden hat, dann liegt ihr Aehnlichkeitspunkt auf dem Um- 
fang des endlichen Kreises in dem Endpunkte eines Durch- 



180 

messers, welcher auf der Geraden senkrecht steht Hier er- 
scheint also noch ein dritter Fall, in welchem der Kegelschnitt 
die Gestalt einer Gurre an sieh trägt. Die Gegenaxe XV 
(Fig. 59, c) geht durch den Aehnlichkeitspunkt O^ und die 
dem Leitkreis coUineäre Curve AG erscheint als eine beider- 
seits in's Unendliche sich verlaufende krumme Linie, welche 
sich erst in dem Punkt des unendlichen Raumes schliesst, der 
dem Punkt Sl' der Gegenaxe homolog ist; dieser Kegelschnitt 
heisst Parabel. 

Man wird nun leicht finden, dass, wenn die zwei Leit- 
kreise in einander liegen, auch ihre zwei Aehnlichkeitspunkte 
in denselben liegen, solche Leitkreise fuhren also nur zu El- 
lipsen. 

Wenn sich zwei Kreise schneiden, so liegt ihr innerer 
Aehnlichkeitspunkt zwischen den Mittelpunkten (§. 77 , e) in- 
nerhalb der Kreise, und der zugehörige Kegelschnitt ist eine 
Ellipse. Der andere Aehnlichkeitspunkt liegt aber ausserhalb 
der Centralen (§. 77) und ausserhalb der Kreise; der zuge- 
hörige Kegelschnitt ist also eine Hyperbel. 

Wenn sich zwei Kreise berühren, so liegt der innere 
Aehnlichkeitspunkt auf dem Berührungspunkt, und der zuge- 
hörige Kegelschnitt ist eine extreme Gestalt gerader Richtung. 
Der äussere Aehnlichkeitspunkt liegt aber auf der Verlänge- 
rung der Centraldistanz ausserhalb der Kreise , und der zvt- 
gehörige Kegelschnitt ist also eine Hyperbel. 

Die eingehende Betrachtung der besondern Kegelschnitte 
ist späteren Abschnitten vorbehalten. 



siebentes Bueb« 

Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 

A. Conformitat der Kegelsehnitte« 

§. 103. Die Conformitat ist eine allgemeine Eigenschaft aller Ke^ 
gelschnitte und begreift folgende Merkmale in sich: 

a) Jede zwei Yielstrahlen, deren homologe Strahlen in Punkten 
einer Kegelschnittcurve convergiren , und deren Scheitel auf eben dieser 
Curye liegen, sind conform und liegen projektivisch ge^en einander, 
und zwar sind die Strahlen, welche in ihrer Scheitellinie vereinigt sind, 
denjenigen Strahlen homolog, welche den Kegelschnitt berühren. 

b) Wenn zwei conforme Vielstrahlen projektivisch gegen einander 
liegen, so convergiren ihre homologen Strahlen in Punkten einer Kegel- 
schnittcurve, welche durch die Scheitel der Yielstrahlen geht und die- 
jenigen Strahlen berührt, welche den in ihrer Scheitellinie vereinigten 
Strahlen homolog sind. Es ist also jeder Kegelschnitt durch fünf 
Punkte seines Umfangs vollkommen bestimmt. 

c) Jede Schaar von Tangenten, welche einen Kegelschnitt berüh- 
ren, haben die Eigenschaft, alle anderen Tangenten desselben Kegel- 
schnitts conform in projektivischer Lage zu theilen, und zwar sind die 
in dem Convergenzpunkt zweier Tangenten vereinigten Theilpunkte den 
Berührungspunkten homolog. 

d) Wenn zwei conforme Punktreihen projektivisch gegen einander 
liegen, so berühren sie und ihre Projektionsstrahlen einen Kegelschnitt, 
und zwar sind ihre Berührungspunkte mit denjenigen Punkten ihrer 
Richtungen homolog, welche in ihrem Convergenzpunkt vereinigt sind» 
E$ ist also jeder Kegelschnitt durch fünf Taujgenten vollkommen be-- 
«timmt 
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§. 104. Die Eigenschaft der ConfonnitSt der Kegelschnitte kann 
in einer andern Form auf folgende Weise ausgedrückt inrerden: 

a) Jedes Sechseck, das in einen Kegelschnitt beschrieben ist, hat 
<die Eigenschaft, dass die drei Gonvergenzpunkte seiner Gegenseiten in 
einer Richtung liegen. Umgekehrt: jedes Sechseck, dessen Gegenseiten 
in drei Punkten einer Richtung convergiren, hat die Eigenschaft, dass 
ein Kegelschnitt, aber auch nur ein einziger, um dasselbe beschrieben 
inrerden kann. 

b) Jedes Sechsseit, das um einen Kegelschnitt beschrieben ist, hit 
die Eigenschaft^ dass die drei Verbindungslinien seiner Gegenecken in 
einem Punkte convergiren. Umgekehrt: jedes Sechsseit, dessen G^eo- 
ecken auf drei in einem Punkte convergirenden Geraden liegen, hat 
die Eigenschaft, dass ein Kegelschnitt, aber auch nur ein einziger, um 
dasselbe beschrieben werden kann. 

c) Ist ein Viereck in einen Kegelschnitt beschrieben, so convergi- 
ren die Tangenten zweier Gegeoecken in einem Punkte der Diagonale, 
•welche die Gonvergenzpunkte der zwei Gegenseiten verbindet. 

d) Ist ein Vierseit um einen Kegelschnitt beschrieben, so conver- 
giren die Verbindungslinien der Berührungspunkte seiner Gegenseiten 
In dem Gonvergenzpunkt der Diagonalen seiner Gegenecken. 

Wenn der BegriflT des Kegelschnitts auf die GollineatioB 
niit dem Kreise zurückgeführt wird (§. 86) , so ist eben damit 
auch ausgesprochen, dass der Kegelschnitt an vielen Eigen- 
schaften des Kreises Theil habe, nänüi(^h an allen denjenigen, 
trelche diesen Curven als coUineäre Figuren überhaupt ge- 
meinschaftlich zukommen. Solche Eigenschaften nennt man 
projektivische und dieselben finden sich schon in §.42, a—g. 
aufgezählt. Es kann sich also jetzt nur noch darum handeln, 
die projektivischen Eigenschaften des Kreises aufzusuchen, um 
sie sogleich auch als Eigenschaften des Kegelschnitts auszu- 
sprechen. Diess ist jedoch nicht das einzige Geschäft, was 
diesem siebenten Buche vorbehalten ist, sondern es müssen 
jetzt, da man es nicht blos mehr mit einer besonderen Gestalt, 
fiondern mit einer ganzen Klasse von Curven zu Ihun hat, 
üueh manche Eigenschaften dei^ Kreises verallgemeinert wer- 
den. So kommen den Kegelschnitten jedenfalls die in §. 104 
ausgesprochenen Eigenschaften zu , weil sie rein projektivisch 
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sii^d, da es sieh von niehts Anderm hh vom Liegen gewisser 
Punkte in ein^ Richtung und vom Gonvergiren gewiss^ Sidi- 
tungen in einem Punkte bandelt. 

Andererseits erscheint die Eigenschaft der Gonformität bei 
dem Kegelschnitt doch auch in einer allgemein^en Gestalt 
Im Kreis sind projektivisch inbeschriebene Yielstrahl^ gMoh, 
daraus folgt nicht, dass auch solche im Kegelschnitt inbesehrie- 
bene Yielstrahlen einander gleich sind. Sind nämlich O und 
Q zwei im Kreis projektivisch, d.h. solche inbeschriebene Yiel- 
strahlen, deren Scheitel auf der Kreislinie liegen und der^n 
homologen Strahlen in Punkten der Kreislinie convergiren, so 
entsprechen ihnen auch im coUineären Kegelschnitt solche pro- 
jektivisch inbeschriebene Yielstrahlen, 0' und Q', da die ho- 
mologen Punkte auf den homologen Linien liegen , und die 
homologen Linienpaare in homologen Punkten convergiren und 
es ist O' Ä O und Q' 7\ Q (§.42). WeU nun im Kreis die 
Vielstrahlen und Q gleich sind, und das Gleichsein ein be- 
sonderer Fall des Conformseins ist, so folgt 0' 7\ Q'. WSh- 
rend also im Kreise die projektivisch inbeschriebenra Yiel- 
Btrahlen gleich sind, so folgt für die Kegelschnitte im Allge- 
meinen nur, dass solche Yielstrahlen conform sind. 

Dieser allgemeine Satz hat auch seine Umkehrung. Weim 
nämlich die Yielstrahlen 0^ und Q' conform in projectivischer 
Lage sind, so sind auf der Scheitellirae O'Q' nicht zwei ho- 
mologe Strahlen vereinigt, sondern es ist ein anderer Strahl 
O'E' des Yielstrahls 0' dem Strahl Q'O' des Yielstrahls Q' 
homolog. Die übrigen homologen Strahlen convergiren in 
gewissen Punkten A', B^ C\ Nun kann man ab^ in einem 
andern System einen Yielstrahl O, ABGQE zeichneA, der dem 
Yielstrahl O' conform ist. Construirt man noch in dem er- 
steren Yielstrahl einen Kreis welcher durch O geht und den 
Strahl 0£ berührt , und die anderen Strahlen in den Puaikten 
ABGQ schneidet, und zieht auch noch von Q aus Strahlen 
nach den Punkte A, B, G, 0, so ist 

Q, OABGE 7\ O, EABCQ (§. 66), 
lind weil nach Yoraussetaqiig 
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O, EABCQ A (y, E'A'B'C'Q' A Q', (VA'B'C'E', 
so folgt , dass auch Q, OABCE A QS O'A'B'CE'. 

Es sind somit aueh die Vidstrahlea Q und Qf conform, 
und folg^eh ist das ebene System, welches durch die Viel- 
strahlen (V und Q' bestimmt wird, dem System coUinear, 
welches durch die conformen Yielstrahlen O und Q bestimmt 
wird; es muss also auch der Kreislinie der letzteren eine 
Curre der ersteren entsprechen, welche durch die homologen 
Punkte O'A'B'C'Q' geht, und zwar ist diese Curve ein Kegel- 
schnitt (§. 86). Diese Beweisführung zeigt auch, dass ein Kegd- 
schnitt durch fünf Punkte seines Umfanges bestimmt ist , wdl 
durch die Punkte O, Q, A, B, C zwei Dreistrahlen O, ABC 
und Q, ABC gegeben sind, welche ihrerseits die Conformitit 
der zwei Vielstrahlen O und Q bestimmen. 

Hiemit wäre die eine Seite der Conformitat der Kegel- 
schnitte in ihrer Allgemeinheit aufgefalst. Sie hat aber nodi 
eine zweite Seite, welche die Punktreihen betnift, in welchen 
ein Paar von Tangenten durch alle übrigen Tangenten ge- 
theilt wird. Allein diese Eigenschaft tritt schon beim Kreise 
(§. 67) in ihrer Allgemeinheit auf, und weil sie lediglich pro- 
jektivischer Natur ist (§. 42, f), so muss sie auch allen Kegel- 
schnitten zukommen ; es müssen nämlich jene Punktreihen con- 
form in projektivischer Lage sein. Die Umkehrungsfahigkeit 
dieses Satzes ist leicht nachzuweisen. Vorausgesetzt nämlich, 
es seien fünf Richtungen gegeben, von welchen zwei In einem 
Punkte Q convergiren und von den anderen drei Richtungen 
in den Punkten A und 21, B und S3, C und S geschnitten 
werden, so ist hiemit die Conformitat der zwei Reihen ABC 
und StSS bestimmt, und wenn diese Reihen projectivisch lie- 
gen, so entsprechen den in Q vereinigten Punkten zwei an- 
dere homologe Punkte O und D, welche sofort gezeichnet 
werden können. Nimmt man nun auf der Richtung A'Q' eines 
anderen ebenen Systems die Punkte A', B', C, Q', O', so dass 
A'B'C'Q'O' A ABCQO, und zeichnet einen Kreis, welcher 
die Richtung A'Q' in dem Punkte berührt, zieht sodann 
von den Punkten Q', A', B', C Tangenten an diesen Kreis, 



185 

durch welche auf der von Q' ausgehenden Tangente noch die 
Punkte 8[', 85' und 6' bestimmt werden, so ist 

A' B' C Q' O'. Ä «' »' 6' D' JD' (§. 67) , 
und weil ABCQO 7\ ksSOO, n. An. 

so folgt aajSDO A a' S5' 6' c o^ 

Es sind sonach die zwei Punktreihen ABCOQ und SISSSDO 
des einen Systems den zwei Punktreihen A'B'C'O'Q' und 
8t'33'6'D'0' des andern Systems conform , die Systeme selbst 
sind also coUineär (§. 43, b), und es entspricht dem Kreis des einen 
Systems ein Kegelschnitt des andern Systems, welcher die 
gegebenen fünf Geraden berührt. Wollte man noch zti einem 
Projektionsstrahl D3) des ersten Systems den homologen Strahl 
D'3)' des zweiten Systems zeichnen, so folgt aus dem Um- 
kehrungssatz von §. 67, dass ein solcher den Kreis berührt, 
es muss also auch der Projektionsstrahl D5D den Kegelschnitt 
berühren, welcher von den gegebenen fünf Richtungen be- 
rührt wird. 

B. Involution der Kegelschnitte. 

§. 105. Bringt man einen involutorischen Vielstrahl mit einer 
Kegelschnittcurve so in Verbindung , dass der Scheitel desselben auf der 
Curve liegt, so heissen die Punkte, in welchen sie von den Strahlen 
dieses Vielstrahls getroffen wird „involutorische Punkte der 
Curve." 

Solche involutorische Punkte der Kegelschnittcurve haben die Ei- 
genschaft, dasB sie mit irgend einem andern Punkt der Curve verbun- 
den stets wieder einen involutorischen Vielstrahl bilden; auch theilen 
die Tangenten der involutorischen Punkte des Kegelschnitts jede an- 
dere Tangente desselben Kegelschnitts in einer involutorischen Punkt- 
reihe. Die ganze Involution des Kegelschnitts ist 'durch zwei Paare 
homologer Punkte vollkommen bestimmt, so dass zu jedem weiteren 
Punkt der Curven der homologe Punkt gefunden werden kann. 

Man kann zwei Arten der Involi^tion der Kegelschnitte unter- 
scheiden : 

a) Die zwei Reihen der homologen Punkte stehen in einstimmiger 
Aufeinanderfolge ; dann gibt es nirgends einen Hauptpunkt, d. h. einen 
Ort, in welchem zwei homologe Punkte vereinigt wären. 
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b) Die xwei Reihea der bomologen Punkte stelieii id en^egenge- 
setzter Aufeiiianderfolj^e ; daos gibt e» imioer swei Haoplpmikte. 

Id dem letztem Falle bilden die swei Hanptpookte mit jedem an- 
dern Paar homologer Paukte vi^ harmonische Punkte der Canref 
d. h. solche Punkte, welche mit jedem andern Pnnkt der Curve ver- 
bunden einen harmonischen Vielstrahl bilden, und deren Tangenten 
jede andere Tangente desselben Kegelschnitts harmonisch theilen. 

§. 106. Die Involntorischen Punkte des Kegelschnitts sind wirk- 
lich homologe Punkte zweier involutorischen Collineationssysteme uod 
haben die Eigenschaft, dass alle Verbindungslinien der homologen 
Punkte in einem einzigen Punkte, dem Centrum der Collineation, con- 
vergiren , und dass alle Paare von homologen Richtungen in Punkten 
einer Geraden , der Collineationsaxe , convergiren. 

Umgekehrt ist auch jeder Kegelschnitt für jeden Punkt seiner 
Ebene als Centram inyolatoriseh, und die Strahlen dieses Centnms 
bestimmen die homologen Pnnkte der involutorischen Systeme. Audi 
ist der Kegelschnitt fflr jede Gerade als Axe iovolutorisch , und jedes 
Paar Tangenten, welche in einem Punkt der Axe convergiren, bestim- 
men in ihren Berührungspunkten homologe Punkte dieser involutori- 
schen Systeme. 

Der Kürze halber heissen das Centrum und die Axe einer Invo- 
lution des Kegelschnitts auch Pol und Polare. 

Es mag noch daran erinnert werden , dass Pol und Polare durch 
jedes Paar homologer Punkte harmonisch getrennt werden, und dass nach 
diesem Gesetz ein Punkt auf der Polare liegt, wenn er mit dem Pol 
zwei homologe Pnnkte der Curve harmonisch trennt, und dass ein Punkt 
auf der Curve liegt, wenn er mit einem andern Punkt der Curve Fol 
und Polare harmonisch trennt. 

§. 107. Folgende besondere Fälle der Kegelschnittlnvolution sind 
bemerkenswerth : 

a) Haben die luvolutorischen Punkte eines Kegelschnitts eine ent- 
gegengesetzte Lage, so gibt es zwei Hauptpunkte und die Tangenten 
dieser Hauptpunkte convergiren im Pol der Involution. Ein solcher 
Punkt, in welchem zwei Tangenten des Kegelschnitts convergiren, heisst 
ein äusserer Punkt des Kegelschnitts. 

Umgekehrt: So oft man von einem Punkte aus zwei Tangenten 
an den Kegelschnitt ziehen liann, so ist die Richtung, welche die Be- 
rührungspunkte der Tangenten verbindet, die Polare jenes Punktet, 
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und die homologen Punkte dieser iDvolutioo bilden Reihen von enit^ 
gegengesetzter Lage. 

b) Haben die involatorischen Punkte eines Kegelschnitts eine dn^ 
stimmige Lage, so gibt es keinen Hauptpunkt und keine Tangenten des 
KegelschttittSi welche im Pol der Involution conveigiren. Ein solcher 
Punkt, von welchem aus keine Tangenten an den Kegelschnitt gezogen 
'werden können, heisst ein innerer Punkt des Kegelschnitts. 

c) Einer unendlich entfernten Geraden in der Ebene des Kegel- 
schnitts entspricht ein Pol, in welchem alle Sehnen, die durch den- 
selben gehen, halbirt werden. Ein solcher Punkt heisst Mittelpunkt. 
Jeder Kegelschnitt hat also einen Mittelpunkt. 

d) Jedem unendlich entfernten Punkte in der Ebene des Kegel- 
schnitts entspricht eine Polare, welche durch den Mittelpunkt geht und 
Durchmesser heisst. Die Endtangenten jedes Durchmessers sind paral- 
lel, und alle mit diesen Tangenten parallel gezogenen Sehnen wer- 
den von jenem Durchmesser halbirt. Umgekehrt, wird jeder Kegel- 
schnitt, von zwei parallelen Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
messers berührt, ebenso ist auch die Halbirungslinie zweier parallelen 
Sehnen stets ein Durchmesser, der auch alle Sehnen halbirt und die 
awei Geraden berührt, welche durch seine Endpunkte mit jenen Seh- 
nen parallel gezogen werden. 

e) Liegt der Pol auf dem Umfang des Kegelschnitts, so geht die 
Polare durch ihren Pol und berührt in demselben den Kegelschnitt. 

Auch die Involution ist rein projektivischer Natur, und 
muss auch dem Kegelschnitt zukommen. Und da jeder Kegel- 
schnitt für jeden Punkt als Centrum und für jede Gerade als 
Polare zu involutorischen Combinationssy stemen führt , so v<^ird 
man unmittelbar zu dem Schluss geführt, dass jeder Kegel- 
schnitt einen Mittelpunkt hat, und dass jede Sehne, welche 
durch den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser in dem eben 
angeführten Sinne ist. Der Mittelpimkt ist der Pol emer un- 
endlich entfeinten Geraden , indem die homologen Punkte die- 
ser Involution den Pol und die Polare harmonisch trennend, 
nothwendig in gleicher Entfernung vom Pole liegen (§. 7). 
Die Polare eines unendlich entfernten Punktes ist ein Durch- 
messer , denn alle in jenem unendlich entfernten Punkte con- 
vergkenden und desshaib parallelen Gerade werden die Curve 
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des Kegelschnittes in solchen Punkten schneiden, deren jedes 
Paar nach §. 7 von der Polare halbirt wird. Es muss also 
auch die durch den Mittelpunkt gehende Sehne von dieser 
Polare halbirt werden, und die Polare muss also selbst ein 
Durchmesser sein. Zugleich bezeichnet diese Polare die Haupt- 
punkte der involutorischen Reihe auf der Curve, deren Tan- 
genten ebenfalls in dem unendlich entfernten Pole convergiren, 
also ebenfalls parallel sind. Kurz, es wiederholt sich hier 
Alles, was schon bei der Involution der Kreislinie ausge- 
sprochen wurde. Es kann übrigens die Involution des Kegel- 
schnittes aus der Conformität desselben leicht auch direkt ab- 
geleitet werden, ganz wie diess beim Kreise im fünften Buche 
geschehen, und es wird für den Anfänger eine nützliche 
Uebung sein, jene Beweisführung hier am Kegelschnitt zu 
wiederholen und den Inhalt der §§. 106 und 107 auf direktem 
Wege aus der Conformität des Kegelschnittes zu entwickeln. 

C. Reeiproeität der Kegelschnitte. 

§. 108. Alle Punkte in der Ebene eines Kegelschnitts setzen ein 
ebenes System zusammen, welches dem System ihrer Polaren auf reci- 
proke Weise homolog ist ; diess ergibt sich aus folgenden Sätzen : 

a) Geht eine Gerade durch den Pol einer andern Geraden, so 
liegt auch auf ihr der Pol der letzteren. 

b) Wenn die Punkte einer Keihe in einer Richtung liegen, so 
convergiren ihre Polaren alle in einem einzigen Punkt, welches der 
Pol jener Richtung ist, und es ist der Vielstrahl dieser Polaren der 
Punktreihe jener Richtung conform. 

c) Convergiren mehrere Richtungen in einem Punkte, so liegen 
ihre Pole in einer Geraden, der Polare jenes Convergenzpunktes , und 
es ist die Punktreihe dieser Geraden dem Vielstrahl jener Richtungen 
conform. 

d) Liegen die Punkte des einen Systems so , dass nicht drei in einer 
Richtung sich befinden, und dass sie vielmehr ein Vieleck bestimmen, 
so bilden ihre Polaren im zweiten System ein homologes Vielseit 
Jeder Seite des Vielecks des ersten Systems entspricht ein Eck des 
Vlelseits im zweiten System; jedem Vidstrahl des ersten Systems, 
welches durch die in einem Eck convergirendeni Seiten gebildet wird, 
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entspricht eine coofonne Punktreihe, welche auf der jenem Eck homo- 
logen Richtung durch die übrigen Selten des Vielseits gebildet 'wird, 
e) Liegen die Punkte des einen Systems auf einer Kegelschnitt» 
eurve, so berühren ihre Polaren ebenfalls einen Kegelschnitt; und um«> 
gekehrt: wenn die Bichtungen des einen Systems einen Kegelschnitt 
berühren, so liegen ihre Polaren auf der Curve eines andern Kj^el- 
Schnitts. 

Auch die Eigenschaften der Reciprocität sind rein projek- 
tivischer Natur; es kann also, was in dieser Beziehung vom 
Kreise ausgesagt ist, unmittelbar auf den Kegelschnitt über- 
tragen werden. Man kann übrigens auch die Reciprocität 
direkt aus der Conformität der Kegelschnitte ableiten. Allein 
man wird, wenn man dasselbe versucht, auf eine Schwierig- 
keit stossen, die darin besteht, die Conformität einer geraden 
Punktreihe und eines Vielstrahls , welche auf reciproke Weise 
homolog sind, nachzuweisen, indem das Mittel, welches bei 
der Kreislehre hiezu benützt wurde, auf einer Eigenthümlich- 
keit des Kreises beruhte und also hier nicht mehr anwend- 
bar ist. Es mag daher hier gezeigt werden, wie jener Satz 
auch bei den Kegelschnitten auf die Conformität zurückgeführt 
werden kann. Es sei daher P, ABC (Fig. 76) ein in der Ebene des 
Kegelschnitts gegebener Y ielstrahl , so kann man auch die Pole 
A',B',C' der Strahlen PA, PB, PC auf folgende Weise construi- 
ren. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt ^ auf dem Umfang 
des Kegelschnitts gJSl I| PA, 5ßS3 || PB, 5ß6 1| PC, suche die Mit- 
ten a, /?, y der Sehnen IßSl, ^S5, 5ß6 tind ziehe durch sie 
und den Mittelpunkt O die Richtungen OA, OB, OC, so wer- 
den dieselben durch die Pole A', B', C der Strahlen des Viel- 
strahls P gehen. Denn nach §. 107, d sind die Parallelen 
PA und ^8 Polstrahlen eines unendlich entfernten Punktes, 
dessen Polare die Richtung eines Durchmessers OA ist, wel- 
cher die Sehne ^21 halbirt. Es liegt also der Pol A' der 
Geraden PA auf der Richtung OA (§. 108, a). Dasselbe gilt 
auch von den Richtungen OB, OC, und auch sie gehen durch 
die Pole B', C der Strahlen PB und PC. Zieht man nun 
die Polare pp' des Scheitels P, so liegen die Pole A', B', C 
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der Strahlen PA, Pß und PC auch auf ihr (§• 108, c). Mit- 
hin wird die Polare pp' von den Geraden OA, OB und OC 
in den gesuchten Polen A^ B' und O geschnitten. Um nun 
zu beweisen , dass Vielstrahl O, A'B'C 7\ P, ABC, ziehe man 
den Durchmesser $D und die Sehnen DSl, OS, Q@, so ist 
Vielstrahl Q, 815BS Ä % «»S (§• 103, a), 

und wegen des Parallelismus der Geraden PA und 5?l, PB 
und $%, PC und $6 ist auch 
Vielstrahl Sß, aSB6 A P, ABC. 

Weil aber O in der Mitte von 5ßQ und a in der Mitte von 
$3t liegt, so ist OA || D^. Aus dem gleichen Grunde ist 
auch OB II jQ», OC || Q(5, folgUch ist 
Vielstrahl 0, ABC A O, 21S36. 

Es ist also auch Vielstrahl 0, ABC 7\ P, ABC, und die Reihe 
A'B'C, welche durch den Vielstrahl 0, ABC auf pp' bezeich- 
net wird, ist somit ^em Vielstrahl P, ABC conform. 

Fasst man nun alle Punkte der Ebene, in welcher ein 
Kegelschnitt liegt , zu einem System zusammen , so setzen die 
Polaren jener Punkte ein zweites System zusammen , welches 
jenem reciprok ist , eine gerade Punktreihe des ersten Systems 
und der homologe Vielstrahl des zweiten Systems, ein Viel- 
strahl des ersten Systems und die homologe Punktreihe des 
zweiten Systems sind conform. Es ist nicht unwichtig, auch 
die Gesetze der zusammengesetzten Figuren kennen zu lernen. 
Es seien daher mehrere Punkte, von denen nicht drei in einer 
Richtung liegen, gegeben, etwa die sechs Punkte ABCDOQ, 
so bestimmen dieselben ein Sechseck, das fünfzehn Seiten hat, 
von denen je fünf in einem Eck zusammenstossen. Jedem 
der sechs Ecken entspricht eine Richtung, so dass den sechs 
Ecken sechs Richtungen a, b, c, d, o, q entsprechen, welche 
ein Sechsseit mit fünfzehn Eckpunkten bilden, indem jede 
Richtung von den fünf anderen Richtungen in fünf Punkten 
geschnitten wird. Jede solche Reihe von fünf Punkten ent- 
spricht einem Vierstrahl eines Eckpunktes des ersten Systems. 
Zwischen dem Vieleck und seinem reciproken Vielseit herrscht 
also das Gesetz, dass die Punktreihe einer Seite in dem letz- 
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teren dem Vielstrahl des homologeii Eckes in dem ersteren 
conform ist. 

Setzt man nun aber voraus , dass die sechs Punkte A, B, 
C, D, 0, Q so liegen, dass der Vielstrahl O, ABCD A 
Q, ABCD , so weiss man , dass diese sechs Punkte auf einer 
Curve des zweiten Grades liegen. Weil nun auch die homo- 
loge Richtung o, q von den vier übrigen Richtungen in sol- 
chen Punkten a', b', c', d' und a", b", c", d" geschnitten 
werden, welche den Vielstrahlen und Q beziehungsweise con- 
form sind, so mfissen auch diese zwei Reihen unter einander 
conform sein. Dann berühren aber auch sie eine Curve zweiter 
Ordnung (§. 103 , d). Allgemein kann man also sagen , wenn 
man in dem einen System eine Reihe von Punkten nimmt, 
welche auf einer Curve zweiter Ordnung liegen, so berühren 
die Polaren jener Punkte ebenfalls eine Curve zweiter Ordnung ; 
und umgekehrt, wenn mehrere Richtungen des einen Systems 
eine Curve zweiter Ordnung berühren, so liegen ihre Pole 
ebenfalls auf einer Curve zweiter Ordnung. 

Nimmt man die Punkte auf dem Umfang des gegebenen 
Kegelschnitts , so berühren auch die Polaren derselben eben die- 
sen Kegelschnitt (§. 107, e), und das inbeschriebene Vieleck ist 
dem Vielseit homolog, welches durch die Tangenten seiner 
Eckpunkte gebildet wird. Die Sätze 104, a und b erscheinen 
von diesem Standpunkte aus in einem besondern Lichte; es ist 
nämlich der eine nur die reciproke Form des andern. Ueber- 
haupt verleiht die Reciprocität der Kegelschnitte der ganzen 
Lehre von dem Kegelschnitte eine solche Dualität, dass jede 
Eigenschaft noch eine zweite zur Seite hat , welche durch das 
Gesetz der Reciprocität sogleich aus der ersten hervorgeht. 

D. Polarität der KegeUelinitto. 

§. 109. Die Reciprocität der Kegelschnitte ist involutoriscli, die 
zwei reciproken Systeme eines Kegelschnitts bilden daher ein Polar- 
system. Zwei Punkte eines Polarsystems heissen conjugirt, wenn jedet 
derselben auf der Polare des andern liegt; zwei Richtungen heissen 
coDJugirt, wenn auf jeder derselben der Pol der andern liegt. ' 
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a) Jeder Punkt ist jedem Punkt seiner Polaren, und jede Gerade 
ist jeder Geraden, die durch ihren Pol geht], conjugirt. 

b) Ein Punkt auf dem Umfang ist allen Punkten der durch ihn 
gehenden Tangente, und also auch sich selbst conjugirt. 

c) Jede Tangente des Kegdschnitts ist allen Richtungen, weiche 
durch ihren Berührungspunkt gehen, und also auch sich selbst, conjugirt 

d) Wenn zwei Punkte einem dritten conjugirt sind, so ist dieser 
der Pol der Geraden, der durch jene Punkte geht, und wenn zwei 
Richtungen einer dritten conjugirt sind, so ist diese die Polare des 
durch jene bestimmten Punktes. 

e) Wenn von drei Punkten jeder dem andern conjugirt ist, so ist 
auch jeder der Pol der durch die zwei anderen bestimmten Geraden, 
und wenn von drei Geraden jede der anderen conjugirt ist, so ist jede 
auch die Polare des durch die zwei anderen bestimmten Punktes. Ein 
von solchen drei Punkten und solchen drei Geraden gebildetes Dreieck 
heisst Polardreieck. 

f) In jedem, in einen Kegelschnitt inbeschriebenen vollständigen 
Viereck bilden die drei Convergenzpunkte der Gegenseiten ein Polar- 
dreieck, und ebenso bilden in jedem nmbeschriebenen vollständigen 
Vierseit die drei Dlagonal^en ein Polardreieck. 

§. 110. Zwischen zwer^auseinander liegenden einförmigen Grund- 
gebilden , deren Elemente einander paarweise conjugirt sind, finden fol- 
gende Beziehungen Statt: 

a) Zwei Vielstrahlen, deren Strahlen einander paarweise conjugirt 
sind, sind conform und die Convergenzpunkte ihrer homologen Strahlen 
liegen auf dem Umfang eines Kegelschnittes, oder sie liegen in einer 
geraden Richtung. 

b) Zwei Punktreihen verschiedener Richtung, deren Punkte einander 
paarweise conjugirt sind, sind conform und die Verbindungslinien ihrer 
homofogen Punkte berühren einen Kegelschnitt oder sie convergiren in 
einem Punkt. 

§. 111. Zwei auf einander liegende Grnndgebilde, deren Elemente 
paarweise conjugirt sind, haben folgende Beziehung zu einander: 

Zwei concentrische Vielstrahlen , in welchen die Strahlen des einen 
Vielstrahls den Strahlen des andern conjugirt sind, und ebenso auch 
zwei in einer Richtung vereinigte Punktreihen, in welchen die Punkte 
der einen Reihe den Punkten der andern Reihe conjugirt sind, bilden 
eine Involution. Hierbei bemerkt man noch folgende Unterschiede: 
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a) Die in einem Innern Punkte eines Kegelschnitts conjngirten 
Strahlen bilden eine Involution einstimmiger Lage ohne iHauptpunkte. 
Die in einem Süsseren Punkte des Kegelschnitts conjugirten Strahlen 
bilden eine Involution entgegengesetzter Lage mit zwei Hauptstrahlen, 
welche den Kegelschnitt bertlhren. 

b) Die conjugirten Punkte einer ausserhalb des Kegelschnitts lie- 
genden Greraden bilden eine Involution einstimmiger Lage ohne Haupt- 
punkte. Die conjugirten Punkte einer Sekante des Kegelschnitts bil- 
den eine Involution entgegengesetzter Lage mit zwei Hauptpunkten, 
-welche auf dem Umfang des Kegelschnitts liegen. 

§. 112. Die Polaritftt des Mittelpunktes und des Durchmessers ist 
durch folgende Eigenschaften ausgezeichnet: 

a) Jede Sehne ist dem Durchmesser, welcher dieselbe halbirt und 
jede Tangente dem Durchmesser, welcher an ihren Berflhrungspunkt 
gezogen ist, conjugirt; und umgekehrt: jeder Durchmesser ist allen 
Sehnen, welche er halbirt und seinen Endtangenten conjugirt, und diese 
dem Durchmesser conjugirten Richtungen sind alle einander parallel. 

b) Jeder Halbmesser, d. h. die Strecke, welche den Mittelpunkt 
mit einem Punkt des Umfanges verbindet, ist das geometrische Mittel 
der zwei Abschnitte, welche zwischen dem Mittelpunkt und zwei con- 
jugirten Punkten seiner Richtung liegen. 

c) Im Kreise steht jedes Paar conjugirter Durchmesser senkrecht 
auf einander, und umgekehrt: so oft in einem Kegelschnitt zwei Paare 
conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander stehen, so ist auch 
jedes andere Paar conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander und 
der Kegelschnitt ist ein Kreis. 

d) In jedem Kegelschnitt gibt es immer ein Paar conjugirter Durch- 
messer, welche senkrecht auf einander stehen, wenn aber der Kegel- 
schnitt kein Kreis ist, so gibt es nur ein einziges Paar solcher Durch- 
messer. Die zwei conjugirten Durchmesser, welche senkrecht auf ein- 
ander stehen, heissen Axen und theilen den Kegelschnitt in vier con- 
gruente Quadranten. 

§. 113. Die Pokritftt der Brennpunkte hat folgende Eigenthüm- 
lichkeiten : 

a) Die Polare eines Brennpunktes fällt mit der zu diesem Brenn- 
punkt gehörenden Direktrize zusammen. Der Pol der Direktrize liegt 
im zugehörigen Brennpunkt 

P an Iva, a«««r«, et»»a« 0«em«trie. |a 
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b) Die zwei Endtangenten eines jeden Parameters convergiren in 
einem Punkte der Direktrize, und umgekehrt: wenn man von einem 
Punkte der Direktrize aus Tangenten an den Kegelschnitt zieht, so geht 
ihre Berührungssehne durch den zugehörigen Brennpunkt. 

c) Wenn man von einem Punkt der Direktrize aus eine Gerade 
durch den zugehörigen Brennpunkt und zwei Tangenten an den Kegel* 
schnitt zieht, so bilden diese vier Richtungen einen harmonischen Vier- 
strahl. 

Dass auch die Polarität zu den projektivischen Eigen- 
schaften gehört, folgt unmittelbar aus ihrem Begriff, und es 
kann daher Alles, was allgemeiner Art von dem Kreise in 
dieser Beziehung ausgesprochen wurde, unmittelbar auch auf 
alle Kegelschnitte ausgedehnt werden. Uebrigens kann auch 
mit Leichtigkeit und ganz auf demselben Wege, wie diess 
beim Kreise geschehen, die Polarität der Kegelschnitte aus 
den vorausgehenden Abschnitten direkt entwickelt werden; 
ein Geschäft, das dem Leser überlassen werden kann. Dage- 
gen schliessen die §§. 110, 112 und 113 Manches ein, was 
den Kegelschnitten in ihrem Unterschiede vom Kreise zu- 
kommt, und diess bedarf also hier noch einer Erläuterung. 

Denkt man sich also in Fig. 76 noch einen Yielstrahl B, 
dessen Strahlen den Strahlen des Yielstrahls P einzeln con- 
jugirt sind, so müssen die Strahlen des Yielstrahls R durch 
die Pole A', B', C der Strahlen des Yielstrahls P gehen 
(§. 109, a). Nun ist aber die Reihe A'B'C dem Yielstrahl 
P, ABC conform (§. 108, c). Weil nun auch die Strahlen des 
Vielstrahls R durch die Punkte A', B', C gehen , so ist auch 
er mit der Reihe A' B' C und also auch dem Yielstrahl P, ABC 
conform. Die homologen Strahlen dieser zwei conformen Viel- 
strahlen P und R werden also entweder in Punkten einer 
Curve der zweiten Ordnung oder in einer Geraden convergi- 
ren. Ebenso behandelt man auch die Punkte zweier Rich- 
jüngen, welche einander paarweise conjugirt sind. 

Diese Conformität zweier Yielstrahlen, deren Strahlen con- 
jugirt sind, hört nicht auf, wenn sie mit ihren Scheiteln ver- 
einigt sind. Sind nämlich die homologen Strahlen zweier 
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concentrischen Vielstrahlen P, ABC und P, A'B'C conjugirt, 
so setzen sie einen Vielstrahl P, ABCA'B'C zusammen, in 
welchem die Pole der Strahlen PA, PB, PC, PA', PB', PC 
beziehlich auf den Strahlen PA', PB', PC, PA, PB, PC lie- 
gen, es ist also Vielstrahl P, ABCA'B'C A P, A'B'C'ABC, 
d. h. der Vielstrahl p; ABCA'B'C ist involutorisch. Dasselbe 
wiederholt sich bei den conjugirten Punkten einer Richtung. 

Das, was den Kreis von den anderen Kegelschnitten un- 
terscheidet, ist das Verhältniss des Mittelpunkts zu den Brenn- 
punkten. Es wird im folgenden Buch nachgewiesen wer- 
den, dass* wirklich jeder Kegelschnitt zwei Brennpunkte hat, 
so dass also das, was im vorausgehenden Buch über die 
Kegelschnitte gesagt ist, von ganz allgemeiner Geltung ist. 
Um das Gleichartige nicht trennen zu müssen, möge da- 
her hier schon auf diese Eigenschaften aufmerksam gemacht 
werden. Betrachtet man nun einen Kegelschnitt, welcher aus 
seinen zwei Leitkreisen entwickelt ist, und erinnert sich, dass 
jeder Aehnlichkeitsstrahl C6' (Fig. 59) der Leitkreise einem 
Durchmesser C6 der Kegelschnitte homolog ist, der mit ihm 
in einem Punkt y' der Collineationsaxe convergirt (§. 89, d), 
und dass die Endestangenten Cy und Cy' auf dem Aehnlich- 
keitsstrahl CS' senkrecht stehen (§. 89, c) und endlich dass 
der Durchmesser, der mit diesen Endestangenten parallel ist, 
dem Durchmesser C6 conjugirt ist (§. 112, a), so wird man 
den Schluss ziehen, dass zwei conjugirte Durchmesser eines 
Kegelschnitts , der kein Kreis ist , im Allgemeinen schief auf- 
einander stehen; weil von zwei convergirenden Linien nur die 
eine auf einer drittenTsenkrecht stehen kann. Eine Ausnahme 
findet nur für den Durchmesser B35 statt, welcher mit der 
Direktrize parallel ist, weil dieser allein mit dem homologen 
Aehnlichkeitsstrahl parallel ist. Dieser Durchmesser wird also 
auf seiner Tangente und also auch auf seinem conjugirten 
Durchmesser ASl senkrecht stehen, weil zwei Parallelen zu- 
gleich auf einer dritten senkrecht stehen. Stehen aber diese 
Durchmesser Aä und BS5, welche man Axen heisst , senkrecht 
aufeinander, so folgt aus §. 112, a, dass sie den Kegelschnitt 
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in zwei congruente Quadranten abtheilen. Auf jedem Durch- 
messer, welcher zwei Punkte des Umfanges verbindet, bilden 
die conjugirten Punkte zwei involutorische Reihen entgegen- 
gesetzter Lage, in welchen die Endpunkte des Durchmessers 
als Hauptpunkte figuriren (§. 111, b). Jedes Paar conjugirter 
Punkte theilt also den Durchmesser harmonisch (§. 24), und 
der Halbmesser ist also das geometrische Mittel der zwei Ab- 
schnitte, die zwischen ihm und zwei conjugirten Punkten lie- 
fen (§. 8, a). 

Nun hat aber nach §. 99 auch die Direktrize eine solche 
Lage, dass ihr Schnittpunkt a mit der Axe und der zugehö- 
rige Brennpunkt F" die Axe A21 harmonisch theilen (Fig. 60). 
Die Punkte a und F" sind also zwei conjugirte Punkte der Axe 
A91, und wenn man durch a und F'^ zwei Gerade zieht, so 
sind auch sie conjugirt; stßhen diese Geraden zugleich senk- 
recht auf der Axe A31, so sind auch sie conjugirt (§. 112, d) 
und bUden ein Polardreieck; da nun aber die Direktrize senk- 
recht auf A91 ist, so ist sie eine Seite dieses Polardreiecks 
und also die Polare des Punktes F'' (§. 109, e). Weil aber F" 
der Pol der Direktrize ist, so wird auch die Polare jedes 
Punktes der Direktrize durch den Brennpunkt gehen, und 
umgekehrt wird der Pol jeder durch F" gehenden Geraden 
auf der Direktrize liegen (§. 109, a). Es müssen also auch 
4ie Endestangenten jedes Parameters in einem Punkt y der 
Direktrize convergiren (§. 107, a). Zugleich trennen die End- 
punkte C und 6 des Parameters den Pol F'' und die Polare 
oty harmonisch (§. 106), es bilden also auch die Linien yC^ 
yF", y(S und yg' einen harmonischen Vierstrahl. 

E« Die Transversale des Kegelschnitts* 

§• 114. Die Confonnitätsgesetze fahren noch zu folgenden S&tzen 
ttber die Transversalen: 

a) Die sechs Seiten eines vollstlndigen Vierecks theilen jede Trans- 
yersale inTolutorisch, so dass die drei in einem Eck convergirenden 
Seiten die Pankte der einen Reihe, und ihre Gegenseiten die homolo- 
gen Punkte der andern Reihe bestimmen. 
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b) Jede TransTersale wird Tön der Garve eines Kegelschnitts in 
solchen Pankten geschnitten, die als homologe Punkte derjenigen Iib- 
Tolotion figuriren , welche durch irgend ein Inbeschriebenes Viereck auf 
der Transversalen bestimmt wird. 

c) Wenn eine Gerade einen Kegelschnitt berührt, so ist der Be* 
TÜhrangspankt ein Hauptpunkt der Involution, welche auf der Tan- 
gente durch die Seitenrichtungen irgend eines inbeschriebenen Vierecks 
bestimmt wird. 

d) Jeder Sechsstrahl, dessen Seiten dnrch die Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits ^ehen, ist involutorisch , und zwar entsprechen die 
Strahlen, welche durch die drei in einer Richtung liegenden Ecken 
gehen, den Strahlen ihrer Gegenecken. 

e) Die Tangenten, welche man von einem Punkte ans nach einem 
Kegelschnitt zieht, sind homologe Strahlen jedes involutorischen Viel- 
strahls, dessen Strahlen durch die Ecken eines umbeschriebenen Vier- 
seits bestimmt werden. 

f) Wenn ein Punkt anf der Gurve liegt, so ist die Tangente die- 
ses Punktes ein Hauptstrahl der Involution, welche entsteht, wenn man 
von jenem Punkt aus nach den sechs Ecken eines umbeschriebenen 
Vierseits gerade Linien zieht. 

Die Transversale MN (Fig. 124) wird von den in A con- 
vergirenden Seiten des Vierecks ABCD in den Punkten ot^, 
/?', y* und von den Richtungen der Gegenseiten in den Punk« 
ten a^ ß^ y geschnitten. Nun liegen gegen die Richtung BD 
perspektivisch und sind also auch conform die Yielstrahlen 

A, BCD/? 7\ C, BAD/J 
folgHch Y'ß'a'ß A ^ß'vß (§-30). 

^ß'yß 7\ Yß<xß' (Erläuterungen zu §. 17), 
folglich Y'ß'ot'ß 7\ yßccß' 

Es ist also die Reihe yßay^ß'a' involutorisch (§. 21). 

Ist nun um das Viereck ABCD irgend ein Kegelschnitt 
beschrieben, welcher die Richtung der Transversalen in den 
Punkten M und M' schneidet , so ist auch nach §. 103 , a 
Vielstrahl B, MM'DC A A, MM'DC, also UWßa A mSJafß\ 
aber nach den Erläuterungen von §. 17 auch MMV/?' 7\ WMß'afy 
mithin auch MM /?a A M'M/9 V. 
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Es ist demnach auch die Reihe Ma/SM'a'/?' involutoiiseh 
(§. 21) , und weil die Involution schon durch die Reihe aßce'ß' 
bestimmt ist, so sieht man, dass die Punkte M und M' der 
Curve homologe Punkte der Involution sind, welche durch 
die Seiten irgend eines inbesehriebenen Vierecks bestimmt 
sind. Berührt die Transversale den Kegelschnitt, so fallen die 
2wei Punkte M und M' in einem Ort zusammen, und der Be- 
rührungspunkt ist also ein Hauptpunkt der Involution. 

Die folgenden drei Sätze gehen aus dem Vorausgehenden 
mittelst des Reciprocitätsgesetzes §. 108 unmittelbar hervor. 



Achtes Buch« 

Symbolische Geometrie. 

A. Imaginäre Punkte und Richtungen ebener Systeme. 

§.115. Die einstimmige involulorische Panktreihe hat keine reellen, 
wohl aber zwei imaginäre Hauptpunkte, welche durch zwei Paare homolo* 
ger Punkte vollkommen beslimmt.sind. Ebenso liefert auch der einstim» 
mige involutorische Vielstrahl in seinen Hauptstrahlen zwei imaginäre 
Strahlen , die durch zwei Paare seiner homologen Strahlen vollkommen 
bestimmt sind. Ein ebenes System kann eben so viele Paare von ima- 
ginären Punkten und imaginären Strahlen enthalten , als es einförmige 
Grundgebilde einschliesst , ja es können auf jeder Richtung beliebig 
viele Paare imaginärer Punkte, und in jedem Vielstrahl beliebig viele 
Paare imaginärer Strahlen liegen, wenn in jedem dieser Gebilde eben 
80 viele einstimmige Involutionen vereinigt sind. 

Aus dem Begrifif dieser imaginären Elemente ergeben sich folgende 
Begeln : 

a) Die imaginären Punkte sowohl als die imaginären Richtungen 
eines ebenen Systems gehören paarweise zusammen. 

b) Jedes Paar zusammengehöriger imaginärer Punkte liegt auf einer 
leellen Richtung, aus welcher es durch Involution hervoi^egangen ist 
Jede andere Richtung, welche blos durch einen imaginären Punkt einet 
Paares geht, ist selbst imaginär*, auch muss die Richtung, welche zwei 
nicht zusammen gehörige imaginäre Punkte verbindet, als imaginär be* 
trachtet werden. 

c) Jedes Paar zusammen gehöriger imaginärer Richtungen 'conver- 
girt in einem reellen Punkt , dem Scheitel des Vielstrahls, aus welchem 
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es durch iDvoIotion henrorg^ngen itt. Jeder andere Panlct, welcher 
auf einer dieser imaginären Richtongen liegt, ist selbst imaginftr; auch 
muss der Convergenzpunkt zweier nicht zusammen gehöriger imaginSrer 
Richtungen als imagioir betrachtet werden« 

Sind auf einer Richtung zwei Paare homologer Punkte 
A, A', B, B' gegeben, so ist die ganze Involution bestimmt, 
und es kann zu jedem weitem Punkt sein homologer Punkt 
und demnach auch der Centralpunkt Q der Involution gefun- 
den werden (§. 22). Ist dieser gefunden, so lehrt die Regd 
(§. 20), wie auch die Hauptpunkte der Involution bestimmt 
werden. Wenn man nämlich das Produkt der Abschnitte, in 
welche die Entfernung AA' durch den Centralpunkt Q getheilt 
wird mit p , imd die Entfernungen der Hauptpunkte von Q mit a 
und a' bezeichnet, so folgt aus den Erläuterungen des §. 20, dass 
inr die entgegengesetzte Involution a= + VP? *' = — VP? 
für die einstimmige Involution a=+V""P? *'~ — V^P- 

Unter allen den reellen Punkten, welche in gewissen Ent'- 
femungen von dem Centralpunkt Q abstehen, ist also keiner, 
der ein Hauptpunkt der einstimmigen Involution wäre; dem- 
ungeachtet sind aber diese Hauptpunkte doch auch nicht über- 
haupt bloss nicht wirklich und unmöglich , so dass man nichts 
von ihnen aussagen könnte, sondern sie sind trotz ihrer Un- 
möglichkeit bestimmt, indem ihre Entfernung vom Centralpunkt 
durch einen Ausdruck dargestellt ist , der ganz den Charakter 
einer bestimmten Grösse hat, wodurch er von allen anderen 
unterschieden werden kann. Wegen dieser Bestimmtheit, 
welche solchen nicht reellen Punkten zukommt, abstrahirt 
man von ihrem Mangel an Realität und gestattet ihnen, un- 
ter dem Namen von imaginären Punkten, Bürgerrecht 
Jede involutorische Reihe einer Richtung hat also zwei 
Hauptpunkte: die Hauptpunkte der entgegengesetzten Involu- 
tion sind reelle Punkte, die der einstimmigen Involution smd 
imaginär ; in beiden Fällen liegen sie symmetrisch auf beiden 
Seiten des Centralpunkts Q, und für den Fall, dass p = o 
wird , fallen sie in einem Punkt , in dem Centralpunkt selbst, 
aufemander, und sind in diesem Fall also jeden- 
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falls reelL Die Hauptpunkte der Involution, seien sie reell 
oder imaginär, sind bestimmt, sobald zwei Paare von homo- 
logen Punkten jener Involution gegeben sind. Trotz ihres 
Mangels an Realität kann man doch von ihrer Lage reden; 
denn einmal liegen sie auf der Richtung der involutorischen 
Reihe der sie angehören, sodann weiss man, dass sie niit 
keinem reellen Punkt dieser Reihe zusammen fallen; wenn fer- 
ner in derselben Richtung zwei oder mehrere einstimmige in- 
volutorische Reihen vereinigt sind, so muss man schliessen, 
dass die imaginären Hauptpunkte derselben aufeinander fallen, 
wenn diese involutorischen Reihen mit allen ihren homologen 
Punkten aufeinander fallen, was allemal geschieht, wenn sie 
es mit zwei Paaren homologer Punkte thun. Im letztern Falle 
haben die imaginären Hauptpunkte beider Reihen zugleich auch 
dieselbe Formel ± V — p. Fallen aber zwei in einer Rich- 
tung vereinigte involutorische Reihen nicht mit zwei Paaren 
ihrer homologen Punkte und also im Allgemeinen überhaupt 
nicht aufeinander, so liegen auch ihre imaginären Haupt- 
punkte ausser einander und haben auch verschiedene Abstände 
± V — p und ±V — P' von ihrem Centralpunkt. 

Der einstimmige involutorische Vielstrahl, welcher sich 
ans der einstimmigen involutorischen Reihe entwickelt, hat keine 
reellen Hauptstrahlen, wenn diese keine reellen Hauptpunkte 
hat; aus demselben Grunde, wie oben, schreibt man aber 
auch seinen Hauptstrahlen wegen der Bestimmtheit , die ihnen 
so gut als den reellen Strahlen zukommt , eine Existenz, wenn 
schon blos eine imaginäre, zu. Trotz dem, dass ihnen die 
Realität abgeht, kann man auch von ihrer Lage reden; so 
weiss man, dass die zwei imaginären Hauptstrahlen einer In- 
volution wie die reellen Strahlen, zu denen sie gehören, in 
einem reellen Punkte, dem Scheitel ihres Vielstrahls, convergi- 
ren; man weiss, dass aber auf keinem solchen Strahl ein 
anderer reeller Punkt liegen kann, weil sonst der imaginäre 
Strahl selbst reell wäre, da durch zwei reelle Punkte nur eine 
reelle Richtung geht etc. 

Wenn inan es mit den imaginären Punkten eines ganzen 
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ebenen Systems zu thun hat^ so hat man wohl auf die Merkmale 
derselben, welche ihnen ihrem Begriffe gemäss zukommen, zu 
achten. Also vor Allem darauf, dass die imaginären Punkte 
paarweise zusammen gehören, und dass die Punkte jedes 
Paares auf einer reellen Richtung liegen, sodann dass jede 
Gerade einer andern Richtung, welche blos durch einen von 
zwei zusanunen gehörigen Punkten geht, selbst imaginär ist; 
denn wenn sie reell wäre, so würde sie ja die erste Richtung 
in einem reellen Punkt schneiden, was gegen die Annahme 
ist. Aus dem gleichen Grunde kann aber auch eine Gerade, 
welche zwei nicht zusammen gehörige Punkte zweier verschie- 
denen Punktreihen verbindet, nicht reell sein. Sobald man 
aber durch zwei zusammen gehörige imaginäre Punkte einer 
Reihe zwei Richtungen zieht, die also ebenfalls imaginär sind, 
so convergiren sie stets in einem reellen Punkt, so dass also 
ihr Convergenzpunkt reell ist und gezeichnet werden kann. 
Diess sieht man daraus, dass jeder ausserhalb derinvolutorischen 
Punktreihe liegende Punkt der Scheitel eines mit jener Reihe 
perspektivischen Vielstrahls sein kann, dessen imaginäre 
Hauptstrahlen durch die imaginären Punkte jener Reihe gehen. 
Zwei nicht zusammen gehörige imaginäre Richtungen können 
sich aber nicht in einem reellen Punkte schneiden. 

Die Beachtung der imaginären Punkte und Richtungen ist 
für die Geometrie von hohem Werthe, weil sie eine AUgemein- 
heit der Betrachtung und der Ausdrucksweise gewährt, die 
sonst vergebens angestrebt wird. JDiess werden schon die fol- 
genden Abschnitte, noch mehr aber das folgende Buch hin- 
länglich zeigen. 

B. ImaglnSre Punkte und Tangenten der Kegelschnitte. 

§.116. Die involtttorische Punktreihe auf dem Umfang eines Ke* 
gelschnitts führt zu reellen und imaginären Punkten auf demselben, und 
die Tangenten derselben zu imaginären Tangenten. Man bemerkt fol* 
gende Eigenschaften an ihnen: 

a) Jede Gerade schneidet jede Eegelschnittscurve, mit der sie in 
einer Ebene liegt, in zwei Punkten, und heisst daher Sekante« Man- 
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tiDterscheidet aber die eigentliche Sekante, welche die Carre in zwei 
reellen Punkten schneidet, die uneigentliche Sekante, welche 
die Curve in zwei zusammen gehörigen imaginären Punkten schneidet, 
und die reelle Tangente, welche durch zwei in einem Ort zusam- 
men fallende reelle oder imaginäre Punkte geht. 

b) Die Schnittpunkte jeder Sekante mit der Curve sind die 
Hauptpunkte der involutorischen Reihe, welche durch die conjuglrten 
Punkte ihrer Richtung gebildet wird, sie sind also' durch zwei Paare 
solcher conjugirter Punkte bestimmt« 

c) Yon jedem Punkt aus kann man an einen Kegelschnitt, der mit 
ihm in einer Ebene liegt, zwei Tangenten ziehen. Man unterscheidet 
aber • den Innern Punkt, welcher zwei reelle Tangenten gestattet, 
den äussern Punkt, in welchem zwei zusammen gehörige imagi- 
näre Tangenten convergiren, und den Punkt auf dem Umfang, 
in welchem zwei reelle Tangenten, oder auch zwei zusammen gehörige 
imaginäre Tangenten in einer Richtung zusammen fallen. 

d) Die Tangenten, welche man von irgend einem Punkte aus an 
den Kegelschnitt zieht, sind die zwei Hauptstrahlen der Involution, 
welche die in ihm conjugirten Richtungen bilden. Diese Tangenten 
sind also durch zwei Paare solcher conjugirter Richtungen gegeben. 

e) Durch jede zwei reelle Punkte der Curve, welche nicht coin- 
cidiren, geht also eine eigentliche Sekante, durch jede zwei zusammen 
gehörige imaginäre Punkte, welche nicht cojncidiren , eine uneigentliche 

9 Sekante ; durch jede zwei reelle Punkte ^ und durch jede zwei zusam- 
men gehörige imaginäre Punkte geht, wenn sie coincidiren, eine reelle 
Tangente des Kegelschnitts. 

f) Die Tangenten jedes Paares zweier reellen auseinander liegender 
Punkte convergiren in einem äussern Punkt, die Tangenten jeder zwei 
auseinander liegenden, zusammen gehörigen imaginären Punkte conver- 
giren in einem Innern Punkte, und die Tangenten zweier coincidiren- 
den Punkte in einem Punkt der Curve selbst. 

Dass auch auf der Curve eines Kegelschnitts reelle und 
imaginäre Punkte liegen, und dass durch dieselben reelle und 
.imaginäre Richtungen gehen, das folgt im Allgemeinen schon 
aus der involutorischen > Punktreihe und der involutorischen 
Tangentenschaar, welche, je nachdem sie entgegengesetzte oder 
einstimmige Aufeinanderfolge haben, zu reellen oder nicht 
reellen Elementen führen. Man kann übrigens zeigen, dass 
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a) Jeder Pankt ist jedem Punkt seiner Polaren, und jede Grerade 
ist jeder Geraden, die darch ihren Pol geht), conjugirt. 

b) Ein Punkt auf dem Umfang ist allen Punkten der durch ihn 
gehenden Tangente, und also auch sich selbst conjugirt. 

c) Jede Tangente des Kegdschnitts ist allen Richtungen, inrelche 
durch ihren Berührungspunkt gehen, und also auch sich selbst, conjugirt 

d) Wenn zwei Punkte einem dritten conjugirt sind, so ist dies^ 
der Pol der Geraden, der durch jene Punkte geht, und wenn zwei 
Richtungen einer dritten conjugirt sind, so ist diese die Polare des 
durch jene bestimmten Punktes. 

e) Wenn von drei Punkten jeder dem andern conjugirt ist, so ist 
auch jeder der Pol der durch die zwei anderen bestimmten Geraden, 
und wenn von drei Geraden jede der anderen conjugirt ist, so ist jede 
auch die Polare des durch die zwei anderen bestimmten Punktes. Ein 
von solchen drei Punkten und solchen drei Geraden gebildetes Dreieck 
heisst Polardreieck. 

f) In jedem, in einen Kegelschnitt inbeschriebenen vollständigen 
Viereck bilden die drei Convei^enzpunkte der Gegenseiten ein Polar* 
dreieck, und ebenso bilden in jedem nmbeschriebenen voUständigen 
Vierseit die drei Diagonal^en ein Polardreieck. 

§. 110. Zwischen zweKauseinander liegenden einförmigen Grund- 
gebilden , deren Elemente einander paarweise conjugirt sind, finden fol- 
gende Beziehungen Statt: 

a) Zwei Yielstrahlen, deren Strahlen einander paarweise conjugirt 
sind, sind conform und die Convergenzpunkte ihrer homologen Strahlen 
liegen auf dem Umfang eines Kegelschnittes, oder sie liegen in einer 
geraden Richtung. 

b) Zwei Punktreihen verschiedener Richtung, deren Punkte einander 
paarweise conjugirt sind, sind conform und die Verbindungslinien ihrer 
homologen Punkte berühren einen Kegelschnitt oder sie convergiren in 
einem Punkt. 

§. 111. Zwei auf einander liegende Grnndgebilde, deren Elemente 
paarweise conjugirt sind, haben folgende Beziehnng zvl einander: 

Zwei concentrische Vielstrahlen , in welchen die Strahlen des einen 
Vielstrahls den Strahlen des andern conjugirt sind, und ebenso auch 
zwei in einer Richtung vereinigte Punktreihen, in welchen die Punkte 
der einen Reihe den Punkten der andern Reihe conjugirt sind, bilden 
eine Involution. Hierbei bemerkt man noch folgende Unterschiede: 
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a) Die in einem Innern Punkte eines Kegelschnitts conjügirten 
Strahlen bilden eine Involution einstimmiger Lage ohne ^Hauptpunkte. 
Die in einem äusseren Punkte des Kegelschnitts conjügirten Strahlen 
bilden eine Involution entgegengesetzter Lage mit zwei Hauptstrahlen, 
welche den Kegelschnitt berühren. 

b) Die conjügirten Punkte einer ausserhalb des Kegelschnitts lie- 
genden Greraden bilden eine Involution einstimmiger Lage ohne Haupt- 
punkte. Die conjügirten Punkte einer Sekante des Kegelschnitts bil- 
den eine Involution entgegengesetzter Lage mit zwei Hauptpunkten, 
welche auf dem Umfang des Kegelschnitt« liegen. 

§. 112. Die Polarität des Mittelpunktes und des Durchmessers ist 
durch folgende Eigenscliaften ausgezeichnet: 

a) Jede Sehne ist dem Durchmesser, welcher dieselbe halbirt und 
jede Tangente dem Durchmesser, welcher an ihren Berührungspunkt 
gezogen ist, conjugirt; und umgekehrt: jeder Durchmesser ist allen 
Sehnen, welche er halbirt lud seinen Endtangenten conjugirt, und diese 
dem Durchmesser conjügirten Richtungen sind alle einander parallel. 

b) Jeder Halbmesser, d. h. die Strecke, welche den Mittelpunkt 
mit einem Punkt des Umfanges verbindet, ist das geometrische Mittel 
der zwei Abschnitte, welche zwischen dem Mittelpunkt und zwei con- 
jügirten Punkten seiner Richtung liegen. 

c) Im Kreise steht jedes Paar conjugirter Durchmesser senkrecht 
auf einander, und umgekehrt: so oft in einem Kegelschnitt zwei Paare 
conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander stehen, so ist auch 
jedes andere Paar conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander und 
der Kegelschnitt ist ein Kreis. 

d) In jedem Kegelschnitt gibt es immer ein Paar conjugirter Durch- 
messer, welche senkrecht auf einander stehen, wenn aber der Kegel- 
schnitt kein Kreis ist, so gibt es nur ein einziges Paar solcher Durch- 
messer. Die zwei conjügirten Durchmesser, welche senkrecht auf ein- 
ander stehen, heissen Axen und theilen den Kegelschnitt in vier con- 
gruente Quadranten. 

§. 113. Die Polarität der Brennpunkte hat folgende Eigenthüm- 
lichkeiten : 

a) Die Polare eines Brennpunktes fäUt mit der zu diesem Brenn- 
punkt gehörenden Direktrize zusammen. Der Pol der Direktrize liegt 
im zugehörigen Brennpunkt 

Panlvsy uwkf, eben« Qeomatri«. |q 
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beschriebenes Viereck, das sechs reelle Seiten hat. Ein Paar reeller 
und ein Paar imaginärer Pnnkte, so wie anch zwei Paare imaginäier 
Pankte bestimmen ein nnelgentliches inbeschriebenes Viereck, das zwä 
reelle nnd vier imaginire Seiten hat. 

c) Fflnf reelle Pankte der Cnrve bestimmen ein eigentliches inbe* 
schriebenes Ftlnfeck, das zehn reelle Seiten hat. Ein Paar imaglnirer 
Pankte und drei reelle Pankte der Corve bestimmen ein oneigeDtliche» 
inbeschriebenes Fflnfeck, das vier reelle und sechs imaginäre Seiten 
hat Zwei Paare imaginärer Punkte and ein reeUer Punkt bestimmes 
ein aneigentliches inbeschriebenes Ftlnfeck, das zwei reelle und acht 
imaginäre Seiten hat. 

d) Dtei .reelle Tangenten bestimmen ein eigentliches umbeschrie- 
benes Dreisei t, das drei reelle Ecken hat. Ein Paar imaginärer Tan- 
genten und eine reelle Tangente einer Curve bestimmen ein uneigentli- 
ches umbe schriebenes Dreiseit, das ein reelles Eck und zwei imaginäre 
Ecken hat. 

e) Vier reelle Tangenten einer Curve bestimmen ein eigentliches 
ambeschriebenes Vlerseit, das sechs reelle Ecken hat. Ein Paar reel- 
ler und ein Paar imaginärer Tangenten, so wie auch zwei Paare ima- 
ginärer Tangenten bestimmen ein uneigentliches umbeschriebenes Vler- 
seit, das zwei reelle und zwei imaginäre Ecken hat. 

f) Fttnf reelle Tangenten bestimmen ein eigentliches umbeschriebe- 
nes Fflnfseit; das zehn reelle Ecken hat. Ein Paar imaginärer und drei 
reelle Tangenten bestimmen ein uneigentliches umbeschriebenes Ftlnf- 
seit, das vier reelle und sechs imaginäre Ecken hat. Zwei Paare ima- 
ginärer Tangenten und eine reeUe Tangente bestimmen ein uneigentli- 
ches umbeschriebenes FOnfselt, das zwei reelle und acht imaginäie 
Ecken hat. 

§. 118. Ein Kegelschnitt ist durch fanf Punkte seines Umfanges, 
auch wenn ein oder zwei Paare von imaginären Punkten darunter sind, 
und ebenso durch fflnf Tangenten, auch wenn ein oder zwei Paare 
imaginärer Tangenten darunter sind, vollkommen bestimmt. Um ein 
eigenüiches und um ein uneigentliches gegebenes Fünfeck, in ein 
eigenüiches und in ein uneigentliches gegebenes Fflnfseit kann also nur 
ein einziger Kegelschnitt beschrieben werden. Zur Gonstruction solcher 
Kegelschnitte sind folgende Sätze von Wichtigkeit: 

a) Wenn man von zwei gegebenen Punkten der Kegelschnittcurve 
2wei Richtungen nach einem dritten Punkt dieser Curve zieht, und die 
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homologen RicfatuDgeo fflr irgend eine Involution des Kegelschnitts auf- 
sucht, so converglren auch sie in einem Punkt der Curve des Kegel- 
schnitts. 

b) Wenn man auf zwei gegebenen Tangenten die Convergenz- 
punkte mitS einer dritten Tangente bestimmt, und die homologen 
Punkte derselben ftlr irgend eine Involution des Kegelschnitts aufsucht, 
so liegen auch sie auf einer Richtung, welche denselben Kegelschnitt 
berührt. ' • 

x) Wenn zwei uneigentliche Sekanten eines Kegelschnitts gegeben 
sind, so liegen die zwei Punkte derselben, welche den in ihrem Con- 
vergenzpunkt vereinigten Punkten conjugirt sind, auf der Geraden, 
welche durch die zwei Pole der uneigentlichen Sekanten geht. 

d) Wenn zwei innere Punkte eines Kegelschnitts gegeben sind, so 
convergiren die zwei Strahlen derselben, welche den in ihrer Verbin- 
dungslinie liegenden Richtungen conjugirt sind in einem Punkt, in wel- 
chem die Polaren jener inneren Punkte convergiren. 

Der erweiterte Begriff der Sekante führt unmittelbar zu 
einem erweiterten Begriff der inbfeschriebenen Vielecke, und 
ebenso führt der Begriff der äusseren und inneren Punkte als 
Convergenzpunkte eines Paares reeller oder imaginärer Tan- 
genten zu einem erweiterten Begriff der umbeschriebenen Viel- 
seite. Man wird bemerken , dass eine uneigentliche Sekante 
und ein reeller Pimkt auf einer Kegelschnittcurve ein unei- 
gentliches Dreieck bestimmen, das eine reelle Seite, nämlich die 
Richtung der uneigentlichen Sekante und zwei imaginäre Sei- 
ten , nämlich die Richtungen , welche den reellen Punkt mit 
den zwei Schnittpunkten der Sekante verbinden, und welche 
nach §. 115, b selbst imaginär sind. Ebenso wird man sehen, 
dass durch zwei Sekanten stets ein inbeschrieb^enes Viereck 
bestimmt wird, welches aber uneigentlich ist, sobald eine der- 
selben uneigentlich ist (§.116, a); femer dass durch einen reellen 
Punkt und zwei eigentliche oder uneigentliche Sekanten ein 
inbeschriebenes Fünfeck bestimmt ist. Ebenso convergiren 
nach §. 116, c in jedem Punkt, sei es ein innerer oder äusse- 
rer zwei Tangenten des Kegelschnitts, es sind also durch je- 
den solchen Punkt, wenn der Kegelschnitt gegeben ist, auch 
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ein Paar reeller oder imaginärer Tangenten gegeben. Es ist 
also durch eine Tangente und einen Punkt in der Ebene des 
Kegelschnitts ein umbeschriebenes Dreieck, durch zwei Punkte 
ein umbeschriebenes Viereck, durch zwei Punkte und eine 
Tangente ein umbeschriebenes Fünfeck gegeben. 

Es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass auch die Satze 
§. 103, bund d für diese erweiterten Begriffe noch ihre volle Gül- 
tigkeit haben, dass nämlich eine Kegelschnittcurve durch fünf 
Punkte auch wenn ein oder zwei Paare imaginärer Punkte 
darunter sind, und durch fünf Tangenten, auch wenn ein oder 
zwei Paare imaginärer Tangenten darunter sind, yoUkonunei 
bestimmt sind. Um sich hiervon zu überzeugen, betrachte nffl 
die Strahlen, welche von zwei Punkten A und B (Figur 106) 
einer Kegelschnittcurve nach einem dritten Punkt C derselben 
Curve gezogen werden, und suche für irgend eine Involution 
ABA'B' des Kegelschnitts, welche durch das Centrum und die 
Axe MN bestimmt ist, diejenigen Strahlen der involutorischen 
Vielstralüen Aund B, welche den Strahlen AC und BC homolog 
sind. Nun weiss man, dass in jedem solchen inbeschriebeoen 
Vielstrahl, dessen Scheitel auf der Curve liegt und dessen Strai- 
len durch die involutorischen Punkte des Kegelschnitts geh®, 
eben denjenigen zwei Strahlen homolog sind, welche durch 
zwei homologe Punkte der Curve gehen (§. 105). Nun ent- 
spricht aber dem Punkt C der Curve nur ein einziger homologer 
Punkt C, es muss also auch sowohl der Strahl des Vielstrahls Ai 
welcher mit AC homolog ist , als auch der Strahl des Viel- 
strahls B , welcher mit BC homolog ist , durch einen und den- 
selben Punkt C der Curve gehen. Durch die Involution der 
conjugirten Punkte der Axe MN können aber, wenn sie gegeben 
ist, jederzeit zu den durch die Strahlen AC und BC gegebe- 
nen Punkten y und d der Axe die conjugirten Punkte / und 
d', und eben damit auch die Richtungen Ay' und BJ^ und 
also der Punkt C, welcher mit C homolog ist, gefunden wer- 
den. Man sieht hieraus, wie durch drei Punkte A, B, C arf 
einer Kegelschnittcurve, wenn noch eine Sekante und flvc 
reellen oder imaginären Schnittpunkt durch zwei Paare homo- 
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lo^er Punkte gegeben sind, d. L wie durch am reelle und 
ein Paar imaginärer Punkte noch ein vierter reeller Punkt be» 
stimmt ist Bestimmt man nun auf dieselbe Weise den Punkt 
A', welcher durch die homologen Richtungen von BÄ und CA 
gefunden wird, und den Punkt B', welcher durch die homo-» 
logen Richtungen von AB und GB gefunden wird, so hat 
man sechs Punkte auf der Linie und man wird einsehen, dass 
alle Punkte der Gurve bestimmt sind (§. 103, b). 

Sind drei Tangenten a, b, c, *) die in drei Punkten con* 
Tcrgiren, welche nach den gegenüber liegenden Seiten mit C, 
B und A bezeichnet sind , und sucht man zu dem Strahl OC 
des gegebenen involutorischen Yielstrahls den homologen 
Strahl, welcher die Tangente G^ in dem Punkte a schneidet, 
femer zu dem Strahl A den homologen Strahl , welcher die 
Seite b in dem Punkt Q.' schneidet, so wird auch C^(S/ eine 
Tangente der Kegelschnitte sein. Diess folgt schon nach dem 
Gesetz der Beciprocität der Kegelschmtte aus dem vorausgC'- 
henden Satze; und weil man> auf dieselbe Weise noch zwei 
andere Tangenten des Kegelschnitts construiren kann , so hat 
man sechs Tangenten des Kegelschnitts, von denen flinf 
schon vollkommen bestimmt sind. Es ist also ein Kegelschnitt 
auch durch fünf Tangenten bestimmt, wenn ein Paar derselben 
imaginär und durch die Involution eines Yielstrahls O gegeben 
sein sollte. 

Sind (Fig. 125) zwei uneigentliche Sekanten des Kegel- 
schnitts aa^ und aa' und die Involution ihrer conjugirten 
Punkte durch zwei Paare von homologen Punkten aa'ßß'^ 
aa'W gegeben, wobei vorausgesetzt werden kann, dass die 
Punkte a' und a' im Convergenzpunkt Q der Sekanten ver^- 
einigt seien, so wird man, gestützt auf §. 108, c schliessen, 
dass c^a' durch die Pole P und $ der Richtungen aa' und aa^ 
geht Ist also noch ein Punkt G auf der Gurve gegeben, und 



*) Man wird leicht die dem Folgenden zu Grunde liegende Figur con- 
struiren. 

Paulua, nettere ebene Geometrie. 14 
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zieht man von demselben aas Strählen durch die Punkte der 
mvolutDrischen Reihe aa*ßß'^ so entsteht ein involutorischer 
Vielstrahl G, aa'ßß*. Nach der Erläuterung des §. 116 bezeich- 
net derselbe auch auf der Gurve Punkte, welche zweien invo- 
lutorischen Systemen des Kegelschnitts angehören, die die Rich- 
tung aa' zur Axe und den Pol P derselben zum Centmia 
haben. Die Punkte, welche also durch ein Paar homologer 
Strahlen Ga und Ca' auf der Gurve bezeichnet werden, smd 
selbst homologe Punkte dieser Involution des Kegelschnitts 
und liegen mit dem Punkt P in einer Richtung. *) Ebenso 
verhält sich auch der involutorische Vielstrahl G,aa'6b'. Weil 
nun die Richtung aV durch die Gentra P und ^ dieser zwei 
Involutionen des Kegelschnitts geht, so sind die Punkte, in 
welchen sie die Gurve schneidet, dadurch ausgezeichnet, dass 
sie sowohl hinsichtlich der einen als auch hinsichtlich der an- 
deren Involution homolog sind (§.106). Ueberdiess sind die 
Gentra P und $ innere Punkte des Kegelschnitts, weil sie die 
Pole der uneigentlichen Sekanten aa* und ßß* sind, die Rich- 
tung aa' ist also eine eigentliche Sekante und schneidet die 
Gurve in zwei reellen Punkten M und N. Diese Punkte kön- 
nen leicht construirt werden, weil auch die Strahlen GM 
und GN sowohl in dem involutorischen Vielstrahl G, cca'ßß'^ 
als auch in dem involutorischen Vielstrahl Gaa^bb^ homolog 
sind. Gonstruirt man also diese Richtungen nach Aufgabe 21, 
so bestimmen sie auf a'a' zwei reelle Punkte M und N der 
Gurve. Es sind somit drei Punkte G, M, N der Gurve be- 
kannt, und die Gurve selbst ist, weil ausserdem noch imagi- 
näre Punktpaare gegeben sind, wie die vorausgehende Deduk- 
tion gezeigt hat, bestimmt, und kann gezeichnet werden. 
Ganz auf ähnliche Weise construirt man auch einen Kegel- 
schnitt , wenn eine reelle und zwei Paare imaginärer Tangen- 
ten durch zwei Paare involutorischer Vielstahlen gegeben 
sind. Sind P, aa^ßß' und Sp, aaW die zwei involutorischen 



*j Dieser Satz ist im folgenden Abschnitt ausdrücklich migefahrt und ans 
dem Gesetz der harmonischen Theilung direkt bewiesen (siehe $. 130, a). 
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Vielstrahlen , deren Haaptstrahlen die imaginären Tangenten 
bestimmen, und in welchen die der Scheitellinie P^ homo* 
logen Strahlen in dem Punkte Q convergiren, während jene 
Vielstrahlen P und 5ß auf der gegebenen reellen Tangente 
CD, die involutorischen Reihen aafßß\ aa'W bezeichnen, sa 
darf man nur die Punkte M und N , welche hinsichtlich bei- 
der Involutionen homolog sind, aufsuchen und mit Q verbin- 
den, so sind die Verbindungslinien zwei weitere reelle Tan- 
genten des Kegelschnitts. 

D. Gemeinschaftliehe Sekanten und Tlelstrahlen« 

§. 119. Auch der Begrifif der gemeioschaftliclien Punkte und 
Tangenten zweier Kegelschnitte erfordert jetzt eine Erweiterung. 

a) Haben zwei Curven der zw^eiten Ordnung zwei Punkte mit ein» 
ander gemein, so heisst die Richtung , welche durch dieselben geht, 
eine eigentliche oder uneigentliche gemeinschaftliche Sekante, 
je nachdem jene Punkte reell oder zusammen gehörig imaginär sind» 
Man erkennt übrigens die eine wie die andere dieser Sekanten daran, 
dass jede zwei Punkte ihrer Bichtung, welche in Beziehung auf die 
eine Curve conjugirt sind, es auch in Beziehung auf die andere sind. 

b) Die eigentliche gemeinschaftliche Sekante kann gegen die zwei 
Curven eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage haben. Gleich* 
artig heisst diese Lage, wenn jeder Punkt ihrer Richtung im Verhält-^ 
niss zu beiden Gurren zugleich ein innerer oder auch zugleich ein aus» 
serer ist; ungleichartig heisst sie, wenn jeder ihrer Punkte, welcher 
ein innerer Punkt der einen Curve ist, zugleich ein äusserer der an- 
dern ist. Jede uneigentliche Sekante hat gegen die zwei Curven stets 
eine gleichartige Lage, indem ihre Punkte im Verhältniss zu beiden 
Curven äussere sind. 

c) Haben zwei Curven der zweiten Ordnung zwei Tangenten ge* 
mein, so heisst der Vielstrahl ihres Convergenzpunktes ein äusserer 
oder ein innerer gemeinschaftlicher Vielstrahl, je nachdem jene Tan- 
genten reell oder zusammen gehörig imaginär sind. Uebrigens erkennt 
man den innem wie den äussern Vielstrahl daran, dass jede zwei 
Strahlen, welche in Beziehung auf die eine Curve conjugirt sind, et 
auch in Beziehung auf die andere sind. • 

d) Der äussere gemeinschaftliche Vielstrahl, kann gegen seine swei 
Curven eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage haben. GleidL- 
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«itig lieisst diese Lage, wenn jeder SirM desselben in beiden Cnrveii 
cngleidi eine eigentliche oder xngleidi eine nneigentliche Sekante ist; 
ongleiciiartig heisst sie, wenn Jeder Strahl, welcher eine eigentlidie 
Seliante der einen Garve ist, eine nneigentliche Sekante der andern ist 
Jeder innere gemeinschaftliche Vielstrahl hat stets eine gleichartig» 
Lage gegen die zwei Curven, in dem jeder Strahl desselben eine 
eigentliche Sekante der beiden Curven ist 

Dass zwei Curven zweiter Ordnung auch ein Paar zusam- 
men gehöriger imaginärer Punkte und also auch eine tmeigeni- 
liche Sekante gemeinschaftlich haben können, folgt unmittelbar 
aus §.118, wonach eine solche Curve durch fünf Punkte ihres 
Umfanges auch für den Fall bestimmt ist, dass ein Paar imaginä- 
rer Punkte darunter sind. Man kann nach der dort gegebenen 
Kegel beliebig viele solche Curven zeichnen, welcHe alle durch 
dieselben zwei imaginären Punkte gehen, imd sonst von ein- 
ander verschieden sind. Wenn nun aber eine gemeinschaft- 
liche Sekante mit zwei Curven der zweiten Ordnung nur ein 
und dasselbe Paar von reellen oder imaginären Punkten ge- 
meinschaftlich hat, so muss auch die Involution ihrer conju- 
girten Punkte in Beziehung auf beide Kegelschnitte eine und 
dieselbe sein, und umgekehrt: so oft dieses Merkmal an den 
Punkten bemerkbar ist , so wird man schliessen, dass sie eine 
gemeinschaftliche, eigentliche oder uneigentliche Sekante der 
zwei Curven ist. 

Ebenso schliesst man auch, gestützt auf §. 118, dass zwd 
Curven zweiter Ordnung ein Paar zusammen gehöriger, ima- 
ginärer Tangenten gemeinschaftlich haben können , welche in 
ihrem stets reellen Convergenzpunkt einen gemeinschaftlichen 
Vielstrahl bestimmen, der, sei es ein innerer oder äusserer, 
an dem Merkmal erkannt wird, dass die Involution seiner con- 
jugirten Strahlen in Beziehung auf beide Curven dieselbe ist 

Hinsichtlich der eigentlichen gemeinschaftlichen Sekanten 
und Vielstrahlen ist noch in Betreff ihrer Xage eine Verschie- 
denheit möglich, die nicht übersehen werden darf. Durch die 
reellen Punkte, in welchen die eigentliche Sekante die zwei 
Curven schneidet, wird sie in zwei Abschnitte getheilt, von 
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welchen der eine die endliche Strecke zwischen jenen Punk-^ 
ten ist, während der andere aus zwei unendlichen Aesten be* 
steht, die in einem Punkt des unendlichen Baumes zusammen- 
hängen. Die Endpunkte der Strecke sind die Hauptpunkte 
der Involution, welche durch die conjugirten Punkte ihrer 
Richtung gebildet wird (§. 111, b) , sie werden also von jedem 
Paar der conjugirten Punkte harmonisch getrennt, so dass der 
eine Punkt eines solchen Paares auf der endlichen Strecke, 
der andere ausserhalb derselben liegt. Wenn nun der eine 
dieser Punkte im Verhältniss zu' dem einen Kegelschnitt ein 
innerer ist , so ist der andere ein äusserer Punkt desselben. 
Es kann also sehr wohl der Fall eintreten, dass von zwei 
conjugirten Punkten einer gemeinschaftlichen, eigentlichen Se- 
kante, derselbe Punkt im Verhältniss zu dem einen Kegel- 
schnitt ein innerer, und im Verhältniss zum andern Kegelschnitt 
ein äusserer ist, dann zeigt aber auch sein conjugirter Punkt 
eine solche ungleichartige Lage, und an dieser Eigenschaft 
der ungleichartigen Lage nehmen auch alle andern Punkte der 
gemeinschaftlichen Sekante Antheil; da alle Punkte der end- 
lichen Strecke dieselbe Lage gegen einen und denselben Ke- 
gelschnitt haben. Die gemeinschaftliche, eigentliche Sekante 
kann also nicht nur eine gleichartige, sondern auch eine xm* 
gleichartige Lage gegen ihre zwei Curven haben. Man wird 
leicht sehen, wie dieselben Verhältnisse bei einem gemein- 
schaftlichen, äussern Vielstrahl wiederkehren, und zur Unter- 
scheidung der gleichartigen mid ungleichartigen Lage berech- 
tigen. 



IV en Utes Bueli* 

CoUineation der Kegelschnitte« 

A. ProJektiTlselie CoUineation der Kegelschnitte. 

§. 120. Zwei Kegelschnitte sind homologe Garven zweier colli- 
neSren Systeme, sobald zwei Punkte nebst ihren Tangenten und ein 
dritter Punkt der einen Curve mit zwei Punkten, ihren Tangenten und 
einem dritten Punkt der andern Curve homologe Elemente dieser Sy- 
steme sind. "Will man also :i9r ei 'gegebene Kegelschnitte projektivisch 
auf einander beziehen, so kann man zu drei Punkten auf dem Umfang 
des einen Kegelschnitts drei Punkte anf dem Umfang des andern nach 
Belieben annehmen; alsdann ist aber die Beziehung zwischen den tibri- 
gen Punkten vollkommen bestimmt. In solchen collineär aufeinander 
bezogenen Kegelschnitten bemerkt man noch folgende Gesetze: 

a) Sind in den collineären Systemen zweier Kegelschnitte zwei 
Punkte homolog, so sind auch ihre Polaren homologe Richtungen dieser 
Systeme, und umgekehrt: sind auch die Pole zweier homologen Bich- 
toogen zwei homologe Punkte der Systeme. 

b) Sind zwei Punkte oder anch zwei Richtungen in dem Syston 
des einen Kegelschnitts einander conjugirt, so sind auch ihre homolo- 
gen Punkte und ihre homologen Richtungen im System des andern Ke- 
gelschnitts conjugirt. 

c) Sind in den collineären Systemen zweier Kegelschnitte zwei ho- 
mologe Geraden und auf denselben zwei homologe Punkte gegeben, 
und zieht man durch jeden dieser Punkte eine andere Richtung, wel- 
che der ersten in ihrem System coi\jugirt ist, so sind auch diese swei 
BiebtuDgen homolog. 



Sind in dem System eines E^elschnitts drei Punkte A^ 
B, G *) und die Tangenten der Punkte A und fi, welche in 
D convergir^en, und in dem System eines andern Eegelschintts 
die Punkte A^, B', G^ und die Tangenten der Punkte A' und 
B', welche in D' convergiren , gegeben , so reichen die Vier- 
ecke ABGD und A'B'G'D' hin, um die Systeme der zwei Ke- 
gelschnitte coUineär auf einander zu beziehen (§. 43), und es 
fragt sich jezt nur noch, ob auch die Kegelschnitte selbst ho- 
mologe Gurven der Systeme sind^ so dass jedem Punkt auf dem 
Umfang des einen Kegelschnitts wieder ein Punkt auf dem 
Umfang des andern Kegelschnitts entspreche. Durch jedes je- 
ner Vierecke ist aber auch andererseits der Kegelschnitt seines 
Systems vollkommen bestinunt. Denn die zwei Dreistrahlen 
A, BDC und B, DAG bestimmen die Gonformität der Viel- 
strahlen, und in den Gonvergenzpunkten ihrer homologen Strah- 
lenpaare alle Punkte des Kegelschnitts ABGD. Und ebenso 
ist der Kcjgelschnitt A'B'G'D' durch die Dreistrahlen A', 
B'D'G' und B', D'A'G' bestimmt. Es gibt also zu jedem vier- 
ten Punkt F des ersten Kegelschnitts nur einen einzigen vierten 
Punkt F' des zweiten Systems und dieser muss auf dem Umfang 
des Kegelschnitts liegen, weil die in F' convergirenden Strah- 
len der Vielstrahlen A^ und B^ den in F convergirenden Strah- 
len der Vielstrahlen A und B, und also auch wie jene unter 
sich homolog sind, und zugleich auf dem Umfang des Kegel- 
schnitts A'B'G'D' convergiren. Zwei Kegelschnitte können da- 
her auf sehr mannigfache Weise eollinear auf einander bezo- 
gen werden, indem drei Paare von homologen Punkten nach 
Belieben angenommen werden können. So oft aber eine solche 
collineäre Beziehung festgestellt ist, so stehen alle aj^eren 
Punkte und Sichtungen in bestimmter Abhängigkeit. Sind 
2. B. P und P^ zwei solche homologe Punkte der zwei Systeme 
und zieht man nun im ersten System die Geraden PMN und 
PKL, und in dem anderen System die homologen Geraden 



*) Man wird die su Grunde liegende Figar leicht seibsl leichnen. 
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F'M^' und P'K^', so sind hierdach in jedem System aad 
die Polaren p nnd p' der Punkte P und P' bestimmt, wd 
Pol und Polare die homologen Punkte der Involution harmo- 
nisch trennen (§. 106), und also die Schnittpunkte 6 und H der 
Polare p und die SchnittpuniLte C und H' der Polare p' con- 
struirt werden können. Eben desswegen ist aber auch FMN6 
7^ P'M'N'G', PKLH A P'K'L'H' (§. 17). Es sind also H tmd 
H', G und G' homologe Punkte, und die Polaren p und p' 
welche durch dieselben bestimmt werden, zwei homologe Ge- 
raden der zwei Systeme der Kegelschnitte (§. 42, d). Sind dar 
gegen zwei homologe Richtungen p und p' dieser zwei Systeme 
gegeben, so kann man auf denselben die homologen Punkte 
G und G', H und H' nehmen und zu ihnen in den betreffen- 
den Kegelschnitten die Polaren g und g', h und h' constroi- 
ren. Dann sind aber nach dem unmittelbar Vorausgehendeo 
g und g^, h imd h^ homologe Richtungen, deren Convergenz* 
punkte P und F^ also ebenfalls homolog sind (§. 42, e). Die 
Pole homologer Richtungen sind al^o selbst homolog. Sind 
endlich zwei homologe Richtungen p und p' und auf densel- 
ben zwei homologe Punkte G und G' gegeben , so sind also 
auch die Pole P und P' der homologen Richtungen p und p' 
homolog, daher müssen auch die Richtungen GP und &P 
homolog sein* Diese Richtungen sind aber zugleich aucb 
den Richtungen p und p' conjugirt (§. 109, a). 

B* Perspektivische CoUineation sweier Kegelschnitte. 

§. 121. Haben zwei KegelschDitte eine gemeinschaftliche Sekante 
gleichartiger Lage , so sind sie fClr die Richtung derselben als Axe io 
doppeltem Sinne, nftmlich fQr zwei Centra perspektivisch coUineSr. Pi^ 
Collineationssysteme sind noch darch folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Die zwei Centra liegen mit den zwei Polen , welche der Ri^ 
fiiiig der Axe in den dnzelnen Kegelschnitten entspreehen anf^ 
0etaden und werden durck dieselbe harmoniach getrennt. 

b) Diese zwei Pole trennen einen der Pole von der Axe, wlhrtO" 
sie den andern mit ihr einschliessen. Die CoUineation, in welcher Ax0 
und Centrum von diesen Polen eingeschlossen werden, ist durch eins 
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einitiamige Lage, die andere Conineadoii, in welcher Centrom und 
Aze dnrch dieae Pole getrennt werden, durch eine entgegengesetzte 
Lage der homologen Elemente aufigeseichnet. 

c) Die zwei Centra sind die Scheitel zweier gemeinschaftlichen 
Vielstrahlen gleichartiger Lage. 

§• 122. Haben zwei Kegelschnitte einen gemeinschaftlichen Viel« 
strahl gleichartiger Lage, so sind sie fOr den Scheitel desselben als Cen- 
tmm in doppeltem Sinne, nämlich farzwei Axen, perspektivisch collineär.- 

Diese GoUineationssysteme sind noch durch folgende Merkmale 
ausgezeichnet : 

a) Die zwei Axen convergiren mit den zwei Polaren, welche dem 
Scheitel des Vielstrahls in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, in 
einem Punkt, und werden durch dieselben harmonisch getrennt. 

b) Diese zwei Polaren trennen auch die eine der Axen von dem 
Centrum, während sie die andere mit ihm einschliessen. Die Collinea- 
tion, in welcher von diesen Polaren Axe und Centrum eingeschlossen 
wird, ist durch eine einstimmige Lage, die andere CoUineation, in wel- 
cher Centrum und Axe durch diese Polare getrennt wird, ist durch eine 
entgegengesetzte Lage der homologen Elemente ausgezeichnet. 

c) Die zwei Axen sind zwei gemeinschaftliche Sekanten gleichar« 
tiger Lage. 

Die gemeinschaftlichen Sekanten und Vielstrahlen gleich- 
artiger Lage stehen mit der perspektivischen CoUineation zweier 
Kegelschnitte im engsten Zusammenhang. Ist die Gerade AB 
(Fig. 67) eine gemeinschaftliche Sekante gleichartiger Lage flir 
die Kegelschnitte CDEF und C'D'E'F', und smd R und K 
&assere Punkte der Kegelschnitte , welche den Funkten S und 
L der gemeinschaftlichen Sekante conjugirt sind, so conver- 
giren die Polaren , welche diesen Punkten in den Kegelschnit- 
ten entsprechen in den Polen P und P' der gemeinschaftli- 
chen Sekante AB, und die Polaren des Punktes R bezeichnen 
ftberdiess auf dem einen Kegelschnitt die Punkte C und D, 
«nd auf dem andern die Punkte C und D^, während sie selbst 
In dem Punkte S conver^ren, der dem Punkt R conjugirt ist« 
Weil nun aber der Pol P und seine Polare RS auch Centrum 
nnd Axe zweier involutorischen Systeme sind, welche die Curve 
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CEDF entsprechend gemein haben (§. 106), so sind aach CK 
und DK homologe Bichtangen dieser Systeme (§. 46, d) , wel- 
che ihrerseits wieder zwei homologe Punkte F und E auf der 
Curve bestimmen (§. 62, b). Es miissen also auch die Yer- 
bindungslinien FC und DE homologe Richtungen sein und in 
einem Punkt der Axe RS convergiren. Dieser Punkt ist offen- 
bar kein anderer als eben der Punkt L, welcher dem Punkte 
K conjugirt ist (§. 109, f). Ganz auf dieselbe Weise wird mut 
auch im andern Kegelschnitt die Polaren der conjugirten Punkte 
und das Viereck C'E'D^F' construiren. Bezieht man nun aber 
zwei ebene Systeme so coUineär aufeinander, dass die Punkte 
K', L', C, D' den Punkten K, L, C, D homolog sind, so ist 
ihre Collineation vollkommen bestimmt (§.43). Diese Systeme 
befinden sich überdiess in perspektivischer Lage, weil sie die 
Richtung KL und auf derselben die drei Punkte K, L, S ent- 
sprechend gemein haben (§. 45 , c). Dass aber auch die zwei 
Kegelschnitte homologe Curven dieser zwei perspektivischen 
Systeme sind, das sieht man sogleich daran, dass die Verbin- 
dungslinien der vier Punkte C, D, K, L und der vier homo- 
logen Punkte C^, D', K', L' nach dem Vorausgehenden in den 
Punkten F und E, F' und E' der zwei Curven convergiren, 
so dass also auch die Punkte F und F^ £ und E' der Curven 
homolog sind. Ausserdem convergiren auch die Tangenten 
der Punkte C und D, C und D' in dem Punkt R, weil die- 
ser der gemeinschaftliche Pol jener Richtungen ist, und es sind 
also die zwei Kegelschnitte homologe Curven der zwei per- 
spektivischen Systeme (§. 120). Das Centrum O dieser Systeme 
wird durch die Verbindungslinie CC' und DD^ zweier Paare 
homologer Punkte bestimmt 

Man hätte auch zwei Systeme so auf einander beziehen 
können, dass die Punkte K'L'D'C und KLCD sich ent- 
sprochen hätten, und man würde ganz auf demselben Wege 
gefunden haben, dass die Kegelschnitte auch noch ffir dieselbe 
Axe AB und ein anderes Centrum O perspektivisch eoUindlr 
sind, welches durch die Verbindungslinien CD und CD' zweier 
Paare homologer Punkte bestimmt wird 
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Die Lage der zwei Centra O und D dieser Collineationa- 
Systeme kann aus dem Bisherigen leicht erkannt werden. Denn 
weil die Axe AB beiden Gollineationssystemen gemeinsam ist, 
so miissen auch die Pole P und P', welche der B;icfatung AB 
in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, homologe Punkte 
beider Gollineationssysteme sein (§. 120, b). Es muss also die 
Verbindungslinie PP' sowohl durch das Centrum O als auch 
durch das Centrum O gehen (§. 46, a). Die Punkte P, P', O 
und D liegen also auf einer Geraden. Da ferner OCODD'C 
ein vollständiges Vierseit ist, dessen Diagonalen CD und CD' 
durch die Punkte P und P^ und die Diagonalen CD' und CD 
durch das Centrum £) gehen, so schliesst man, dass die Cen- 
tra und D durch die Pole P und P' harmonisch getrennt 
werden (§. 41, d). Weil hiernach die Centra und D durch 
die Richtungen CD und CD' getrennt werden, und die Axe 
KL durch den Convergenzpunkt S derselben geht, so muss 
auch sie mit einem Centrum JO durch die Punkte P und P' 
eingeschlossen, und von dem andern Centrum D durch jene 
Punkte getrennt werden. Weil ferner diese Punkte P undP' 
homologe Punkte beider CoUineationssysteme sind, so muss 
die CoUincation für das Centrum O und die Axe AB, welche 
eine Einschliessung erleiden, durch eine einstimmige Lage ihrer 
Elemente ausgezeichnet sein, während die CoUineation für das 
Centrum und die Axe AB, welche durch die Punkte P und 
P' getrennt sind, einfe entgegengesetzte Lage der homologen 
Elemente haben muss (§. 47, a). 

Endlich kann noch bemerkt werden, dass die zwei Centra 
und JD die Scheitel zweier gemeinschaftlichen Yiehlstrahlen 
gleicher Lage sind. Weil nämlich die Kegelschnitte für ein 
solches Centrum perspektivisch collineär sind, so sind auf 
jedem Strahl desselben zwei homologe Richtungen OC und OC 
vereinigt (§• 45, c) , es sind also auch die Pole / und */', welche 
ihnen in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, homologe 
Punkte (§. 120, a) , und die Verbindungslinie yy' geht also eben- 
falls durch das Centrum O, folglich sind dieselben Strahlen* 
Haltungen 00 und O/, welche in Beziehung auf den einm 
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Kegelschnitt conjugirt sind, auch in Beziehung auf den andern 
conjugirt (§. 109, a). 

Ganz auf die gleiche Weise entwickelt man auch die pe^ 
spektivische Collineation, wenn vorausgesetzt ist, dass dieEe- 
gelscimitte einen Yielstrahl gleichartiger Lage gemeinschaftlich 
haben. Man kann Schritt für Schritt dem folgen , was hier 
bei dem reciproken Satze ausgeführt wurde, und es kann <br 
her die DurchfBhrung dem Leser überlassen bleiben. 

C Oemelnschaftliehe Punkte and Tangenten zweier 

Kegelschnitte. 

§. 123. Die Curven zweier Kegelschnitte haben immer zngleich Tier 
Punkte und vier Tangenten gemeinschaftlich. Sie haben also zugleich ge- 
meinschaftlich ein inbeschriebenes Viereck, sechs Sekanten, einumbeschrie* 
benes Vierseit» sechs Vielstrahlen nnd ein Polardreieck, in dessen Ecken 
die drei Paar Gegenseiten des inbeschriebenen Vierecks convergiren uod 
in dessen Seiten die Richtangen der drei Diagonalen des umbeschrie- 
benen Vierseits liegen. Man kann übrigens folgende fOnf besondere 
Fälle unterscheiden. 

a) Die vier gemeinschaftlichen Punkte sowohl, ^ 
auch die vier gemeinschaftlichen Tangenten sind reelL 
Id diesem Fall sind die sechs gemeinschaftlichen Sekanten sowohl ab 
auch die sechs gemeinschaftlichen Vielstrahlen reell und vou gleiciuff* 
tiger Lage, auch sind die drei Ecken und die drei Seiten des gemeio- 
ichaftlichen Polardreiecks reell. * 

b) Die vier gemeinschaftlichen Punkte sind reeÜt 
aber die vier gemeinschaftlichen Tangenten sind im^' 
ginär. In diesem Fall sind die sechß gemeinschaftlichea Sekanteo 
reell, aber nur zwei derselben haben eine gleichartige Lage; von densedtf 
gemeinschaftlichen Vielstrahlen sind nur zwei reell; die drei Ecken uDd die 
drei Seiten des gemeinschaftlichen Polardreiecks sind reell, aber nur av 
einer Seite liegen zwei reelle Ecken des umschriebenen Vierseits. 

c) Die vier gemeinschaftlichen Punkte sind x^*' 
imaginär, aber die vier gemeinschaftlichen Tangenten 
sind reell. In diesem Fäll sind von den sechs gemeinschsitHcIieB 
Sekanten nur zwei reell; die sechs gemeinschaftlichen Vielsttahlea ui^ 
reell, aber nur zwei* haben eine gleichartige Lage; die drei Ecken ^ 
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die düei Seiten dea gemeinschaftliehen Polardiciecks And redl, aber 
nur in einem Eck coovergiren zwei reelle Sekanten. 

d) Zwei gemeinschaftliche Punkte und zwei gemein- 
achaftliche Tangenten sind reell, die zwei andern ge- 
meinschaftlichen Punkte und die zwei andern gemein- 
schaftlichen Tangenten sind imaginär. la diesem Falle sind 
nur zwei gemeinschaftliche Sekanten und zwei gemeinschaftliche Viel- 
strahlen reell, von dem Polardreieck ist nur ein Eck und eine Seite, 
nämlich die Gegenseite jenes Ecks, reell; die zwei andern Ecken und 
die zwei andern Seiten sind imaginär. 

e) Die vier gemeinschaftlichen Punkte und die vier 
gemeinschaftlichen Ecken sind imaginär. In diesem Falle 
sind ebenfalls nur zwei gemeinschaftliche Sekanten und zwei gemein- 
schaftliche Yielstrahlen reell, und in dem Polardreieck sind nur ein 
Eck und dessen Gegenseite reell. 

Die Gurven zweier Kegelschnitte haben zum Mindestea 
zwei Punkte gemeinschaftlich; denn wollte man auch anneh- 
men, dass sie nur einen Punkt und also auch in demselben 
eine Tangente gemeinschaftlich haben, so lehrt §.116, a, dass in 
jenem Punkt wirklich zwei gemeinschaftliche Punkte der Cur- 
ven dieser Kegelschnitte vereinigt seien. Haben aber zwei 
Kegelschnitte zwei Punkte ihrer Curve gemein, so haben sie 
auch eine gemeinschaftliche Sekante. Diese Sekante hat eine 
gleichartige Lage gegen die Kegelschnitte, wenn die gemein- 
schaftlichen Punkte ihrer Curven, durch welche sie geht^ ima- 
ginär sind; wenn aber diese Punkte reell sind, so kann die 
Sekante eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen 
die Kegelschnitte haben. 

Haben nun zwei Kegelschnitte eine gemeinschaftliche Se- 
kante AB (Flg. 65 und 67) gleichartiger Lage, so sind sie für 
ihre Richtung als Axe perspektivisch coUineär imd haben auch 
zwei Vieistrahlen O und D von gleichartiger Lage gemein- 
schaftlich (§. 121, c). Die Richtung 0£), welche durch die 
Scheitel dieser Yielstrahlen gezogen wird, geht zugleich durch 
die Pole P und P', welche der Richtung AB in den einzehien 
Kegelschnitten entsprechen (§. 121, a). Hieraus folgt, dass die 



Scheitellinie OD der gemeinschaftlichen Vielstrahlen im All- 
gemeinen keine gemeinschaftliche Tangente ist , und dass also 
von den zwei Paaren ihrer berülirenden Strahlen keine zwei 
in einer Richtung zusammen fallen , sondern dass vielmehr die 
Hauptsirahlen der Vielstrahlen O und £) vier gemeinscM- 
liche Tangenten bestimmen , die im Allgemeinen eine verschie- 
dene Lage haben. Mehr als diese vier Tangenten können 
aber die zwei Kegelschnitte nicht gemeinschaftlich haben, wenn 
sie nicht mit allen ihren Punkten sich decken sollen (§. 118). Za 
jedem der zwei Vielstrahlen O und JD gehört aber ausser der ge- 
meinschaftlichen Sekante AB noch eine andere gemeinschaftliche 
Sekante 5133 (§. 122). Zwei solcher Sekanten AB und ä» conver- 
giren in einem Punkt Q, welcher durch die zwei Polaren bestimiat 
wird , die den Punkten und O in den einzelnen Kegelschnit- 
ten entsprechen (§. 122, a). Es convergiren also auch die Se- 
kanten AB und 9(33 im Allgemeinen nicht in einem gemein- 
schaftlichen Punkt der Curven, und bestimmen somit vier ve^ 
schiedene gemeinschaftliche Punkte derselben. Weil aber die 
zwei Curven auch nicht mehr als vier Punkte gemeinschaft- 
lich haben können (§.118), so folgt, dasö die zwei Sekanten, 
welche neben der ersten AB durch die perspektivische ColS- 
neation für die Centra und fO entwickelt werden, identisck 
sind. Alles diess zusammengefasst zeigt , dass die zwei Gu^ 
ven , sobald sie eine Sekante gleichartiger Lage gemeinschaÄ- 
lich haben, allemal noch eine andere Sekante und zwei Viel- 
strahlen, oder dass solche Curven zugleich vier Punkte ufl^i 
vier Tangenten gemeinschaftlich haben. Ganz zu demselbfiß 
Resultat gelangt man auch, wenn man von einem gememschaft* 
liehen Vielstrahl gleichartiger Lage ausgeht. 

Haben aber die Curven zweier Kegelschnitte zwei solche 
reelle Punkte gemein, deren Verbindungslinien eine gemein- 
schaftliche Sekante ungleichartiger Lage ist, wie A21 (Fig. 66) W? 
so wird man sich überzeugen , dass dieser Fall nur dann &f^ 
treten kann, wenn noch zwei andere reelle gemeinschaftlich 
Punkte B und © vorhanden sind; weil neben einer uneigen^ 
liehen Sekante, die jedenfalls eine gleichartige Lage hat (§. l^^A 
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nur eine genieiiischaftli($he Sekante gleichartiger Lage bestehen 
kann (§. 122, c). Diese zweite eigentliche gemeinschaftliche 
Sekante BSQ kann aber ebenso wenig eine gleichartige Lage 
Iiaben, weil, wenn diess der Fall wäre, auch AS( eine gleich- 
artige Lage haben müsste. Haben nun aber zwei Kegelschnitte 
vier reelle gemeinschaftliche Punkte, und sind die Verbindungs- 
linien A31 und BSß derselben zwei gemeinschaftliche Sekanten 
ungleichartiger Lage, so wird man leicht finden, dass von den 
übrigen Paaren der Verbindungslinien eines ASd und SIB eben- 
falls durch eine ungleichartige Lage ausgezeichnet ist, wäh- 
rend das andere AB und W8 nothwendig eine gleichartige 
Lage haben muss. Zwei Kegelschnitte haben also auch in 
dem Fall , wenn sie eine Sekante ungleichartiger Lage gemein- 
schaftlich haben, immer auch ein Paar einander gegenüberste- 
hender Sekanten gleichartiger Lage gemeinschaftlich. Auf die- 
selbe Weise findet man auch, dass zwei Kegelschnitte, welche ei- 
nen Vielstrahl M ungleichartiger Lage gemeinschaftlich haben, ne- 
ben demselben noch drei andere Vielstrahlen, aW,N, 5W(Fig. 66, a), 
ungleichartiger Lage, und zugleich aber auch noch zwei Viel- 
strahlen O und D gleichartiger Lage gemeinschaftUch haben. 

Allgemein folgt daher flir die Curven zweier in einer 
Ebene liegender Kegelschnitte, dass sie immer zugleich vier 
Punkte und vier Tangenten oder also ein inbeschriebenes Vier- 
eck und ein umbeschriebenes Vierseit gemeinschaftlich haben. 

Die drei Convergenzpunkte der drei Paar Gegenseiten des 
umbeschriebenen Vierecks bestimmen aber nach §. 109, f ein 
gemeinschaftliches Polardreieck, und die drei Diagonalen des 
umbeschriebenen Vierseits ein gemeinschaftiiches Polardreiseit, 
zugleich zeigt aber §. 122, a, dass das erstere mit dem letztem 
identisch ist. Denn nach jenem Paragraph convergiren die zwei 
Gegenseiten AB und Wß (Fig. 65) des inbeschriebenen Vierecks 
mit den Polaren rt, sd, tt, qq, welche den Gegenpunkten und 
O in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen, und nach §. 104, d 
liegt dieser Punkt Q zugleich auf den zwei Diagonalen M3)t 
und N91 des umbeschriebenen Vierseits. Die Ecken des Po- 
lardreiecks liegen also zugleich auf den Seiten des Polardrei- 



n 



884 

seits; die zwei Kegelschnitte haben also nur du einziges Fol»^ 
dreieck QQ'Q'' gemeinschaftlich. 

Nachdem nun die allgemeinen Verhaltnisse entwickelt 
sind, mögen noch die besonderen Fälle unterschieden werden. 

Haben die Curven zweier Kegelschnitte vier reelle Punkte 
A, B, 91, SS gemeinschaftlich, welche ein reelles inbeschriebe- 
nes Viereck und sechs reelle Sekanten gleichartiger Lage be- 
stimmen (Fig. 65) , so gehört zu jedem Paar Gegenseiten eis 
Paar reeller Vielstrahlen gleichartiger Lage O und C, M und 
Sn, N und 9t, welche durch die Ecken des umbeschriebenen 
Vierseits gebildet werden. Die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten und das gemeinschaftliche Polardreieck sind also eben- 
falls reell. 

Haben die zwei Curvenpaare vier reelle Punkte und abo 
ein eigentliches inbeschriebenes Viereck gemeinschaftlich, des- 
sen Seiten aber nur zwei Sekanten gleichartiger Lage be- 
stimmen, so entsprechen auch nur diesem Paar der gemein* 
schaftlichen Sekanten zwei gemeinschaftliche Vielstrahlen mit 
reellen Scheiteln und D (Fig. 66, b). Die vier gemeinschafr 
liehen Tangenten können daher nicht reell sein, weil sonst 
ihre vier übrigen Convergenzpunkte nicht imaginär sein konn- 
ten; die reellen Scheitel in und JD der gemeinschaftlicbeD 
imaginären Tangenten ,sind also innere Punkte der Kegelr 
schnitte. Weil das inbeschriebene Viereck reeU ist, so ist 
auch das Polardreieck QQ'Q" reell, es liegen aber nuraufdcf 
Richtung einer Seite Q'Q" zwei reelle Ecken und D i^ 
umbeschriebenen Vierseits. 

Haben die zwei Curven vier imaginäre Punkte , aber zu- 
gleich vier reelle Tangenten, so können sie nur zwei reelle 
gemeinschaftliche Sekanten AB und 9193 haben, welche die 
zwei Paare der zusammen gehörigen imaginären Punkte ver- 
binden (Fig. 66, a). Es können also auch nur ein Paar der Con- 
vergenzpunkte der Tangenten (0 und D) ein Vielstrahl gleicli' 
artiger Lage bestimmen , die vier übrigen Convergenzpunkte 
M, 3R, N und 3t bezeichnen gemeinschaftliche Vielstrahlei 
ungleichartiger Lage. Das Polardreieck QQ'Q" ist zwar reell) 
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aber nur in einem EIck Q desselben convergiren zwei reelle 
gemeinschaftliche Selcanten AB und 9U&. 

Wenn die Curven zwei reelle und zwei imaginäre Eunkt^ 
gemeinschaftlich haben, so können nur die Sekante AB, *) 
welche die zwei reellen Punkte verbindet, und die Sekante 
3U8, welche die zwei imaginären Punkte rerbindet, reell sein 
(§. 116, a); die vier übrigen gemeinschaftlichen Sekanten sind 
imaginär (§. 115, b) ; auch sind die zwei Convergenzpunkte (, ' 
und Q'' dieser letzteren imaginär, weil sie nicht aus den zu* 
sammengehörigen Paaren imaginärer Richtungen entstanden 
sind. Dagegen ist die Richtung Q^Q'^ der imaginären Punkte 
Q' und Q" reell, weil diese Punkte als Ecken eines Polar- 
dreiecks ein Paar zusammengehöriger imaginärer Punkte dar- 
stellen. Das gemeinschaftliche Polardreieck der zwei Curven hat 
also in diesem Fall nur ein reelles Eck Q, in welchem die 
zwei gemeinschaftlichen reellen Sekanten convergiren, und eine 
reelle Seitenrichtung, welche die zwei anderen imaginären 
Convergenzpunkte Q' und Q" der übrigen imaginären Sekan- 
ten verbindet. Die zwei anderen Ecken selbst und die zwei 
Richtungen, welche sie mit dem reellen Eck Q verbinden, sind 
imaginär (§. 115, b). Es können sonach auch nur die Ecken 
O und O des umbeschriebenen Vierseits reell sein, welche auf 
der reellen Seitenrichtung Q'Q" des Polardreiecks liegen. Da 
nun aber die gemeinschaftlichen Punkte ä und S der Curven 
imaginär sind, so ist die Richtung 9(93 eine uneigentliche, ge- 
meinschaftliche Sekante derselben, die Pole ^ und ^', welche 
dieser Richtung in den Kegelschnitten entsprechen, sind also 
innere Punkte der Kegelschnitte, und weil diese Pole die Punkte 
O und D harmonisch trennen, so muss nothwendig einer die- 
ser Punkte, etwa £), als von den inneren Punkten ^ und 5ß' 
eingeschlossen , ebenfalls ein innerer Punkt der Kegelschnitte 
sein. Ferner weil die Pole P und P' der Richtung AB äus- 



*) Man kann die Fig. 65 benützen , obgleich sie nicht für den Yorliegenden 
FaU gezeichnet ist. 

P ft Q 1 a B , neuere, ebene Oeometrie. \ 
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sere Punkte sind, so mnss ans demselben Grund das andere 
Centrum O , welches von Omen ausgeschlossen wird, ein äusse- 
rer Punkt der K^elschnitte sein. Hieraus folgt aber, dass die 
Kegelschnitte zwei reelle Tangenten haben, die in dem äusse- 
ren Centrum O convergiren, und zwei imaginäre Timgent^ 
welche in dem innem Gentrum D convergiren (§. 116, c). 

Wenn zwei Kegelschnitte zwei reelle und zwei imaginäre 
Tangenten haben, so findet man ganz auf dieselbe Weise, dass 
ihr gemeinschaftliches Polardreieck ebenfalls nur ein reelles 
Eck und eine reelle gegenüberstehende Seite haben, und dass 
zwei ihrer gemeinschaftlichen Punkte reell und die zwei an- 
deren ünaginär sind. 

Wenn endlich zwei Kegelschnitte vier imaginäre Pmikte 
haben und nicht auf den Fall c zurückkommen sollen, so 
müssen sie auch lauter imaginäre Punkte haben — ein Fall, der 
offenbar eintrifft, wenn ein Kegelschnitt in der Fläche des an- 
dern liegt , ohne dass ihre Curven sich schneiden oder berüh- 
ren. In diesem Falle findet man, wie in dem unmittelbar 
vorausgehenden, dass die Kegelschnitte ein gemeinschaftliches 
Polardreieck haben , das nur eine reelle Seitenrichtung und ein 
reelles Eck hat 

D. Oskulation der ersten Ordnung. 

§. 124. Zwei Kegelschnitte vollziehen in einem Punkt eine Osku- 
lation der ersten OrdnnDg, wenn in demselben zwei gemeinschafUicfae 
Punkte ihrer Cnnren, und aho auch in der Tangente jenes Punktes 
zwei gemeinschaftliche Tangenten zusammenfallen. Die Oskulation der 
ersten Ordnung ist ein einfaches Berahren» das durch folgende weitere 
Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Der BerAhrungspunkt der zwei Curven ist immer reell und bildet 
den Scheitel eines gemeinschaftlichen Vielstrahls gleichartiger Lage; 
ebenso ist die Tangente des Berührungspunktes immer reell und ist eine 
gemeinschaftliche Sekante gleichartiger Lage. 

b) Ausser dem gemeinschaftlichen Vielstrahl des Berührungspunktes 
«zistirt immer noch ein zweiter, dessen Scheitel nicht auf der Tangente 
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des Berührongspanktes liegt. Ebenso gibt es immer noch eine tweif» 
gemelDschaftlicbe Sekante, welche nicht durch den^erfihrangsponkt der 
Carven geht. 

c) Ist diese zweite gemeinschaftliche Sekante eine uneigentliche, so 
haben die zwei Curven keinen andern reellen Punkt, als den Beruh- 
rungspunkt gemeinschaftlich, und es liegt die eine mit ihrer Fläche ganz 
innerhalb, oder ganz ausserhalb der andern. Im ersten Fall sagt man, 
sie berühren sich von innen, im zweiten, sie berflhren sich von aussen. 

d) Ist diese zweite Sekante aber eine eigentliche, so haben die 
Curven noch zwei reelle Punkte mit einander gemein, und es liegt die 
eine Gurve nur zwischen dem Bertihrungspunkt und jener zweiten ge- 
ntfeinschaftlichen Sekante in der andern. In diesem Falle berahren sie 
sich jedenfalls von innen« 

e) Ein Kegelschnitt, welcher mit einem anderen in einem gegebenen 
Punkte eine Oskulation der ersten Ordnung vollzieht, ist vollkommen 
bestimmt, wenn noch drei Punkte seines Umiangs gegeben sind. 

Wenn man bei der Betrachtung der gemeinschaftlichen 
Punkte und Tangenten zweier Kegelschnitte auch auf die ge* 
genseitige Lage der gemeinschaftlichen Punkte und der gemein- ^ 
schaftlichen Tangenten ihrer Curven Rücksicht nimmt, wo 
namentlich das Zusammenfallen derselben in einem Ort von 
Wichtigkeit ist, so entdeckt man noch eine Reihe von 
besonderen Fällen,' welche die Mühe eines näheren Ein* 
gehens hinreichend lohnen. Diese Fälle bieten aber eine so 
grosse Mannigfaltigkeit dar, dass ihnen in diesem und den 
vier folgenden Abschnitten eine besondere Betrachtung ge- 
widmet werden muss. 

Fallen von den vier gemeinschaftliche Punkten der Curven 
zweier Kegelschnitte ein Paar in einem Ort (O) aufeinander, so 
ist die gemeinschaftliche Sekante (AB) der Kegelschnitte zu- 
gleich eine reelle gemeinschaftliche Tangente derselben, und 
in ihrer Richtung decken sich offenbar auch die zwei Tangen- 
ten, welche durch die zwei gemeinschaftlichen Punkte gehen, 
und der Berührungspunkt der zwei Curven , d. h. der Ort , in 
welchem die zwei gemeinschaftlichen Punkte vereinigt sind, 
ist zugleich auch der Scheitel eines gemeinschaftlichen Viel- 



^ 



338 

Strahls der zwei Kegelschnitte. Alles dieses folgt unmittel* 
bar aus §. 123. Dass der gemeinschaftliche Vielstrahl des 
Berührungspunktes O und die gemeinschaftliche Sekante AB, 
welche in der Richtung der Tangente des Berührungspunktes 
dargestellt ist, eine gleichartige Lage gegen die zwei Kegel- 
schnitte haben muss , folgt daraus , dass hier jedenfalls zu- 
gleich zwei gemeinschaftliche Punkte, nämlich die des Berüh- 
rungspunktes, und zwei gemeinschaftliche Tangenten, nämlich 
diejenigen, welche in der Tangente des Berührungspunktes ver- 
einigt sind, reell sind, was bei den Fällen (§.123, b und c), 
welche allein auch gemeinschaftliche Sekanten und Yielstrab- 
len ungleichartiger Lage haben, ausgeschlossen ist. Was sonst 
in den Sätzen d und e gesagt ist, folgt theils unmittelbar 
aus den allgemeinen Gesetzen des vorausgehenden Abschnitts, 
theils aus der perspektivischen CoUineation dieser zwei Kegel- 
schnitte, welche hier, wo alle gemeinschaftlichen Sekanten und 
Tangenten eine gleichartige Lage gegen die Kegelschnitte ha- 
ben, überall vorausgesetzt werden muss. 

Bezeichnet nämlich 3lSä die andere gemeinschaftliche Se- 
' kante, welche durch die zwei gemeinschaftlichen Punkte geht, 
die nicht im Berührungspunkt D liegen, und ist O *) der Schei- 
tel desjenigen gemeinschaftlichen Vielstrahls in welchem die 
zwei anderen Tangenten convergiren, die nicht in der Se- 
itante AB vereinigt sind, so werden die Pole P und P', wel- 
che der Axe AB in den Kegelschnitten enisprechen, die Punkte 
O und JD trennen; weil aber die Axe AB ebenfalls durch 
geht, so werden sie auch das Centrum O von der Axe AB 
trennen , es ist also die CoUineation des Centrums O und der 
Axe AB, sowie die des Centrums O und der Axe 835 durch eine 
entgegengesetzte Lage , die des Centrums D und der Axe AB, 
und die des Centrums O der Axe HS durch eine einstimmige 
Lage der homologen Elemente ausgezeichnet. 



*) Figur 67 kann benütst werden, obgleich sie nicht f&r den vorliegenden 
Fnü gezeichnet ist. 
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Weil die zwei Curven ausser dem Berührungspunkt D 
nur noch zwm Punkte K und © gemeinschaftlich haben, in 
welchen sie sich schneiden, so muss die eine Curve auf der 
einen Seite der Sehne i993 innerhalb und auf der andern 
Seite von SIS3 ausserhalb der andern Curve liegen. Es muss 
also auch in der Gegend des Berührungspunktes O die eine 
Curve ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der anderen lie* 
gen. Wenn die Punkte S( und fß reell sind, so liegen beide 
Curven offenbar auf einer Seite des Berührungspunktes und 
berühren sich also von innen ; wenn aber die Punkte Sl und 
© imaginär sind, so hört diese Beschränkung auf, und die 
Curven kSnnen sich von innen oder von aussen berühren. 

Diese Art der Oskulation, wo die eine Curve vor und 
nach der Oskulation auf der gleichen Seite der andern Curve 
sich befindet, heisst insbesondere eine Berührung. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wenn die Curve 
eines Kegelschnitts K und ein Punkt D derselben gegeben sind, 
durch jede beliebigen drei anderen Punkte C, D', E' ein 
zweiter Kegelschnitt, aber auch nur ein einziger gelegt wer- 
den kann, welcher den ersten in dem Punkte D einfach be- 
rührt. Denn es ist D das Centrum der Collineation , durch 
welche sie auf die erstere bezogen wird , man kann also durch 
die drei gegebenen Punkte C, D', E' drei Collineationsstrah- 
len ziehen, welche auf dem gegebenen Kegelschnitt K die 
homologen Punkte C, D, E bestimmen. Da nun aber die 
Dreiecke CDE und C'D'E' homologe Figuren der zwei per- 
spektivischen Systeme sind, so werden die Convergenzpunkte 
der homologen Seiten CD und CD', CE und C'E', ED und 
E^D' in drei Punkten der Collineationsaxe 2135 convergiren. Es. 
ist also die perspektivische cöllineäre Beziehung der zwei Sy- 
steme vollkommen bestimmt , und man kann zu einem vierten 
Punkt F auf der gegebenen Curve sogleich den homologen 
Punkt auf der gesuchten Cürve finden. 
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E. Kegelsehnltte liiit doppelter BerOlirang« 

125. Kegelschnitte mit doppelter Berührung sind solche, bei 
ivelchen ihre gemeinschaftlichen Punkte paarweise in zwei verschiedenen 
Orten , und also auch ihre gemeinschaftlichen Tangenten paarweise in 
zwei verschiedenen Bichtungen vereinigt sind. Die flbrigen VerhSltnisse 
gestalten sich folgendermassen : 

a) Von den sechs gemeinschaftlichen Sekanten der Kegelschnitte 
fallen zwei mit den gemeinschaftlichen Tangenten zusammen y die vier 
Hbrigen fallen alle in die Richtung der gemeinschaftlichen Beitthnrngs- 
sehne. Von den sechs gemeinschaftlichen Vielstrahlen fallen zwei mit 
den Berahrungspunkten der Kegelschnitte zusammen. Die vier übrigen 
sind in dem Convergenzpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten Te^ 
einigt. 

b) Das gemeinschaftliche Polardreieck nimmt einen unbestimmten 
Charakter an. Die zwei Kegelschnitte haben unendlich viele Pola^ 
dreiecke gemeinschaftlich, welche jedoch ein gemeinschaftliches Eck 
haben, den Convergenzpunkt der zwei gemeinschaftlichen TangCDten, 
und eine gemeinschaftliche Seitenrichtang, die Richtung der gemein- 
schaftlichen Berührungssehne. 

c) Jede Gerade durchschneidet die zwei Curven der Kegelscbnitte 
in solchen Paaren von Punkten, welche durch die zwei Seiten des- 
Jeuigen Polardreiecks harmonisch getheilt werden, dessen eine Seite mit 
jener Geraden in einem Punkt der gemeinschaftlichen Sehnenrichtang 
convergirt 

d) Die zwei Berührungspunkte kGnnen imaginär oder reell seiOt 
im ersten Fall haben alle gemeinschaftlichen Sekanten und Vielstrahlen 
eine gleichartige Lage gegen die Kegelschnitte; die gemeinschaftliche 
Berührungssehne ist eine uneigentliche Sekante, und der Convergeos- 
punkt der Tangenten ein innerer Punkt. Im zweiten Fall können der 
Vielstrahl im Convergenzpunkt der zwei gemeinschaftlichen Tangenten, 
und die Sekante in der Richtung der gemeinschaftlichen Berührongs- 
sehne eine gleichartige oder eine ungleichartige Lage gegen die zwei 
Kegelschnitte haben. 

e) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen, aber auch 
nur einen zweiten Kegelschnitt zeichnen, welcher den ersten in zwei 
gegebenen Punkten berührt und noch durch einen gegebenen Punkt 
geht, oder eine gegebene Richtung berührt 
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Wenn zwei Kegelachnitte eine Sekante gemeinschafflich 
haben, so haben sie allemal auch noch eine zweite Sekante 
gemeinschaftlich, welche im Allgemeinen durch zwei andere 
gemeinschaftliche Punkte ihrer Curven geht (§. 123). Wenn 
nun diese zwei Sekanten in einer Richtung (AB) zusammen 
fallen, so sind auch die gemeinschaftlichen Punkte der ersten 
Sekante identisch mit denen der zweiten , weil eine und die- 
selbe , Richtung jede Gurve nur in zwei Punkten schneiden 
kann. Es fallen also auf dieser Richtung an zwei verschiede- 
nen Orten A und B je zwei gemeinschaftliche Punkte zu- 
sammen; ebendamit müssen aber auch die zwei Tangenten, 
welche jedem solchen Paar coincidirender Punkte entsprechen, 
in einer Richtung vereinigt sein. Die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten fallen also ebenfalls paarweise in zwei verschiede- 
nen Richtungen AO und BO (Fig. 68) auf einander. Da nun 
die vier gemeinschaftlichen Punkte der zwei Kegelschnitte an 
2wei Orten A und B einer und derselben Richtung vereinigt 
sind, so werden auch die vier Sekanten, welche die zwei Punkte 
des einen Ortes A dieser Richtung mit den zwei Punkten des 
anderen Ortes B verbinden, in einer Richtung , nämlich in der 
ihrer gemeinschaftlichen Berührungssehne AB, auf einander 
fallen, während die zwei übrigen gemeinschaftlichen Sekanten, 
deren jede durch zwei in einem Ort vereinigte gemeinschaftliche 
Punkte geht, mit den zwei gemeinschaftlichen Tangenten AO 
und BO zusammen fallen. Weil femer die Tangenten der vier 
gemeinschaftlichen Punkte zugleich beiden Kegelschnitten ge- 
meinschaftlich sind, so haben sie ausser ihnen keine gemein- 
schaftliche Tangenten. Diese paarweise sich deckenden vier 
gemeinschaftlichen Tangenten bestimmen nur drei Convergenz- 
punkte; der Convergenzpunkt A zweier Tangenten derselben 
Richtung coincidirt mit dem Berührungspunkt A dieser Rich- 
tung, es sind also die Berührungspunkte .A und B der zwei 
gemeinschaftlichen Tangenten verschiedener Richtung zugleich 
auch die Scheitel zweier gemeinschaftlichen Vielstrahlen. Die 
vier übrigen Convergenzpunkte der Tangentenpaare verschie- 
dener Richtung convergiren aDe in einem und demselben 
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schaftlicheo Yielstrahlen coincidiren. 

Ein Eek des gemeinschafUichen Polardreiecks wird dvatk 
die 2swei gemeinschaftliehen Sekanten bestimmt, welche in 
einer Richtung mit den zwei gemeinschaftlichen Tangentoi 
vereinigt sind; der Gonvergenzpunld; O der zwei gemeinsdiaft- 
licben Tangenten verschiedener Richtung ist also ein Eck je- 
nes Polardreiecks« Die vier übrigen gemeinschaftlichen Sekan- 
ten, die alle in der Richtung der gemeinschaftlichen Berüh- 
rongssehne AB vereipigt sind, boren auf in bestimmten Punk- 
ten au oonvergiren ; die zwei anderen Ecken des gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks sind also unbestimmt. Dagegen ist die 
Richtung dieser gemeinschaftlioben Beriihrungssehne AB, weil 
auf ihr die zwei anderen Convergenzpunkte der fibrigen ge- 
meinschaftlichen Sekanten liegen, jedenfalls eine Seitenricb- 
tung des gemeinschaftlichen Polardreiecks. Die zwei anderen 
Seitenrichtungen sind unbestimmt, weil vier Convergenzpunkte 
der gemeinschaftlichen Tangenten in einem Punkt O vereinigt 
sind. Der besondere Fall der doppelten Berührung zweier 
Kegelschnitte ist daher dadurch ausgezeichnet , dass die Kegel- 
aehnitte unendlich viele gemeinschaftliche Polardreiecke ha- 
ben , von welchem nur ein Eck O und eine Seitenrichtung AB 
bestimmt ist. In der That verhalten sich der Convergenzpunkt 
O der zwei gemeinschaftlichen Tangenten und die Berührungs- 
aehne AB als Pole und Polare in beiden Kegelschnitten (§. 107, a), 
und jedes Paar von conjugirten Punkten dieser Polaren sind 
aneh dem Pol conjugirt und bilden also ein gemeinschaftliches 
Polardreieok der zwei Kegelschnitte. Die hierauf gegründete 
Eigenschaft, dass die Punkte C und D, C^ und D^ durch die 
Punkte M und R, welche durch die Seiten OM und ON 
eines Polardreiecks OMN auf einear durch M gehenden Gera- 
den bestimmt werden, harmonisch getrennt werden, folgt uih 
mittelbar aus §. 106. 

In Betreff der besonderen Fälle, welche diese doppelte 
Berührung gewährt, ist zu bemerken, dass zwar die Punkte 
A und B, X und 93 als die Hauptpunkte der Involution 
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der conjugirten Punkte einet Richtung zusammen gehören, 
und entweder reell oder imaginär sein können, je nachdem 
die Richtung AB eine eigentliche oder eine uneigentliche Se^ 
kante ist. Auch muss A auf % und B auf 93 fallen, weil eine 
Richtung nur zwei Hauptpunkte hat, zudem werden in allen 
Fällen die zwei gemeinschaftlichen Sekanten A91 imd B93 zu 
gemeinschaftlichen Tangenten der Curven, welche mit den Rich- 
tungen der Tangenten der Punkte A und $ , B und S3 über- 
einstimmen; diess hindert aber nicht, dass die Punkte A, % 
und B, 93 auch imaginär seien, weil nach der Voraussetzung 
nur die Punkte A und B , Sl und 93 zusammengehörige Punkte 
sind, und auch die Verbindungslinie zweier nicht zusammen- 
gehöriger imaginärer Punkte, auch wenn sie coincidiren sollten, 
imaginär bleibt (g.ll5,b). Wenn die gemeinschaftlichen Funkte 
(A , Sl) und (B , 93) imaginär sind , so haben alle gemeinschaft- 
lichen Vielstrahlen der zwei Kegelschnitte eine gleichartige 
Lage (§. 119, b), wenn aber die Punkte A, Sl und B, 93 reell sind, 
so können die Sekanten AB, %93 und die Vielstrahlen in O eine 
gleichartige (Fig. 68, a) oder eine ungleichartige Lage (Fig. 68, b) 
haben (§. 123, b) , dagegen haben auch im letzteren Falle die 
Vielstrahlen A und B und die Sekanten AO und BO eine 
gleichartige Lage, und die Kegelschnitte sind also für diese 
Stücke jedenfalls perspektivisch collineär. 

So oft nun ein Kegelschnitt ABCD und auf demselben 
zwei Punkte A und B gegeben sind, so kann man einen zwei- 
ten Kegelschnitt zeichnen, der den gegebenen in jenen Punk- 
ten berührt, aber auch der letztere ist vollkommen bestimmt, 
weim noch ein Punkt E seiner Curve oder eine Tangente der- 
selben gegeben ist. Immerhin kann man zur Richtung AB 
ihren Pol bestimmen, und wenn der Fall der ungleichartigen 
Lage nicht vorliegt , zu als Centrum und zu AB als Axe ein 
zweites collineäres System und durch den CoUineationsstrahl 
OE noch ein Paar homologer Punkte E und E' bestimmen, 
und ebendamit ist nicht nur die perspektivische Collineation 
der Systeme vollkommen bestimmt, sondern es sind auch die 
Curven, welche durch die Punkte A, B, E und A, B, E' gehen 
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und in A und B gleiche gemeinschafUiche Tangenten hab^ 
2wei homologe Cupven zweier perspektivischen collinearen Sy- 
steme (§. 120). Zugleich folgt aber aus §. 120, dass es nur 
eine einzige Curve AE'B gibt, welche der Aufgabe genügt 
Sind die Punkte A, 9 und B, 99 reell, und hat der Strahl OEf 
eine ungleichartige Lage gegen die Kegelschnitte (Fig. 68 , b), 
so lässt sich die Aufgabe durch die perspektivische CoUineation 
des Centrums A und der Axe OB immerhin ausfähren. 

Man sieht leicht ein, wie der Kegelschnitt AE'B auch g^ 
zeichnet werden kann, wenn eine Tangente des zweiten Kegel- 
schnitts statt des Punktes E' gegeben ist. Man darf hier nur 
den Schnittpunkt dieser Tangente mit AB aufsuchen und :von 
demselben aus eine Tangente an den gegebenen Kegelschnitt 
ziehen , so liefern diese zwei Tangenten zwei homologe Linien 
der Curven, welche bekannt sind und neben dem Centrum 
und der Axe die CoUineation der Systeme bestimmen. 

F» Oskulation der asweiten Ordnung. 

§. 126. Zwei EegelschDitte vollziehen in einem Punkt eine Osku- 
lation der zweiten Ordnung, wenn in demselben drei gemeinschaftliche 
Pnnkte ihrer Curven und in der Richtung der Tangente jenes Punktes 
drei ihrer gemeinschaftlichen Tangenten vereinigt sind. Obgleich solche 
Kegelschnitte in dem Punkt ihrer Oskulation eine gemeinschafUiche 
I Tangente haben, so schneiden sie sich doch in demselben. Solche im 

engem Sinne osknlirende Kegelschnitte sind noch durch folgende Merk- 
male ausgezeichnet: 

a) Sowohl die vier gemeinschaftlichen Punkte ihrer Curven, als auch 
ihre vier gemeinschaftlichen Tangenten sind reelL 

b) Sowohl ihre gcmeinschaftUchen Sekanten, als auch ihre gemein- 
schaftlichen Vielstrahlen haben eine gleichartige Lage gegen die Ke» 
gelschnitte. Uebrigens haben die* Kegelschnitte nur zwei gemein- 
schaftliche Sekanten, welche beide durch den Oskulationspunkt gehen, 
und von welchen die eine mit der Tangente des Oskulationspnnktes 
zusammenfällt, während die andere durch den vierten gemeinschaft- 
lichen Punkt geht. Ebenso haben die Kegelschnitte nur zwei gemeia- 
schaftliche Vielstrahlen, deren Scheitel auf der Tangente des Oskuli- 
tionspunktes liegen; Der Scheitel des einen gemeinschafllichen VielstraUi 
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liegt im Oskulationspankt selbst, und der Scheitel des anderea li^ 
auf der Tangente des Oskulationspunktes , da wo sie von der vierten 
gemeinschaftlichen Tangente geschnitten wird. 

c) Das gemeinschaftliche Polardreieck reduzirt sich auf einen Punkt, 
den Oskolationspunkt, und das gemeinschaftliche Polardreiseit auf eine 
Bichtung, nämlich die der Tangente des Oskulationspunktes. 

d) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen zwei- 
ten Kegelschnitt zeichnen, der den ersten in einem gegebenen Punkt 
seines Umfanges berdhrt; derselbe ist vollkommen bestimmt, wenn noch 
zwei Punkte seines Umfanges, oder zwei Tangenten gegeben sind. 

e) Die Gurven zweier Kegelschnitte schmiegen sich bei der Osku« 
lation des zweiten Grades viel inniger an einander an, als diess bei der 
einfachen Berührung der Fall ist. 

Die zwei gemeinschaftlichen Sekanten AB und 31 S3 zweier 
Kegelschnitte , auf welchen die zwei Paare ihrer gemeinschaft- 
lichen Punkte liegen, convergiren zwar im Allgemeinen nicht in 
einem Punkte Q der Gurven, damit ist aber nicht ausgeschlos- 
sen, dass diess in besonderen Fällen nicht auch geschehen 
konnte. Wenn es* geschieht, so fallen im Convergenzpunkt 
Q zugleich zwei gemeinschaftliche Punkte A und $1 der Kegel- 
schnitte auf einander und die gemeinschaftliche Sekante A31 
ist zugleich eine gemeinschaftliche Tangente der Kegelschnitte. 
Aber es hat diese Voraussetzung noch weitere Folgen. Denn in 
dem gemeinschaftlichen Polardreieck QQ'Q'^ Fig. 65, ist das Eck 
Q der Pol der Gegenseite Q'Q", und wenn also das Eck Q in 
einem gemeinschaftlichen Punkt der zwei Gurven sich befindet, 
80 muss auch die Gegenseite Q^Q^' duxch diesen Punkt Q gehen 
und in demselben die zwei Kegelschnitte berühren (§. 107, e). 
Dann müssen aber auch der Gonvergenzpunkt Q^ der Sekanten 
AS und SB selbst und mit ihm noch die Pmikte S3 und Q^' 
in demselben Ort Q vereinigt sein. Es fallen also in einem und 
demselben Punkte zugleich drei gemeinschaftliche Punkte A, 
91, 93 und die drei Eckpunkte Q, Q^ und Q^' des gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks zusammen, und folglich fallen auch in der 
Tangente jener Punkte die drei ' Seitenrichtungen des Polar- 
dreiecks und drei gemeinschaftliche Tangenten der zwei Kegel- 
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scbnitte zwei Bichtangen, anf wekher je drei gemeinscliaftfiche 
Sekanten Tereinigt sind; die eine dieser Richtungen ist die ge- 
meinsehaftliche Tangente des Punktes Q, die andere ist die 
Biclitung SQ, Fig. 71 . welche den Tierten gemeinschafUicheii 
Punkt 9 mit dem Punkt Q yerbindet, in welchem die drd 
anderen gemeinschaftlichen Punkte vereinigt sind. Elbenso ha- 
ben die zwei Kegelscimitte nur in zwei Punkten zwei gemein- 
schaftliche Vielstrahlen. Einer dieser Punkte ist der Punkt 
O, in welchem die drei Convergenzpunkte der in der Richtung 
AB Tereinigten drei gemeinsdiaftlichen Tangential liegen, der 
andere Punkt ist der Punkt O, in welchem diese drei in cjner 
Richtung vereinigten Tangenten von der vierten gemeinschaft- 
lichen Tangente geschnitten werden. Wdl unter drei gemein- 
schaftlichen Punkten jedenfalls auch ein Paar zusanmiengeho- 
riger gemeinschaftlicher Punkte X und 93 vereinigt sind, so 
muss der Punkt O jedenfalls ein reeller gemeinschaftlicher 
Punkt der zwei Kegelschnitte sein, es müssen also auch die 
drei in demselben vereinigte gemeinschaftliche Punkte, und 
also überhaupt alle vier gemeinschaftlichen Punkte und Tan- 
genten reell sein (116, a, c). Dabei ist klar, dass die zwei ge- 
meinschaftlichen Yielstrahlen O und O, und die zwei gemein- 
schaftlichen Sekanten AB und Ofb eine gleichartige Lage haben 
müssen, weil eine ungleichartige Lage dieser Gebilde nur da 
vorkonunt, wo entweder die vier Tangenten oder die vier ge- 
meinschaftlichen Punkte imaginär sind (§. 123, b, c). 

Zur Bestimmung der CoUineationsverhältnisse bemerke man, 
dass die Pole $ und $' der gemeinschaftlichen Sekante OS, 
die Scheitel O und O der zwei gemeinschaftlichen Yielstrah- 
len harmonisch trennen, so wird man schliessen, weil der 
Punkt auf der Sekante OS selbst liegt, dass diese Pole $ 
und $' auch den Scheitel O von der Sekante 0S3 trennen, 
und dass also die CoUineation fOr das Centnim O und die 
Axe 093 durch eine entgegengesetzte Lage der homologen Ele- 
mente ausgezeichnet ist Daraus folgt dann weiterhin, dass 
die CoUineation flir das Centrum O und die Axe AB einstim- 
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mig, diejenige für das Centruin O und die Axe 093 einstim- 
mig, und diejenige für das Centrum O und die Axe AB ent- 
gegengesetzt ist (§. 122, b). 

Weil die Curven der zwei Kegelschnitte ausser dem Os- 
kulationspunkt O nur noch einen Punkt 93 gemeinschaftlich 
haben, so werden sie sich in dem letzteren schneiden, und 
es wird also auf der einen Seite der Sehne 093 die eine 
Curve mit dem Bogen OC^93 innerhalb , und auf der andern 
Seite mit dem Bogen 0(S^93 ausserhalb der andern Curve 
0C93@ liegen. Die zwei Kegelschnitte schneiden sich also in 
den Punkten und 93, obgleich sie in dem Punkte O eine 
gemeinschaftliche Tangente haben« 

Diese Eigenthümlichkeit, welche mit der Oskulation der zwei- 
ten Ordnung verbunden ist, zeigt aufs Allerdeutlichste, dass die 
zwei Curven sich inniger an einander anschmiegen, als diess 
bei einer Oskulation der ersten Ordnung geschieht. Denn zieht 
man noch einen dritten Kegelschnitt mOr, welcher mit dem 
einen CO 6 eine Oskulation der ersten Ordnung vollzieht, so 
sind die Kegelschnitte CO 6 und mOr für die Richtung AB 
als Axe und ein ausserhalb ihrer liegendes Centrum o perspek- 
tivisch coUineär (§. 124 ,b). Es sind aber auch die Kegelschnitte 
COS und C'Oe^ für die Axe AB und das Centrum O per- 
spektivisch, folglich sind auch die Kegelschnitte C^0@' und 
mOr für dieselbe Axe AB und noch ein anderes Centrum o' 
perspektivisch, und zwar liegen die drei Centrum 0,o,o' in 
emer Geraden (§. 49, b.), es liegt also auch dieses Centrum o' 
ausserhalb der Axe AB. Es folgt hieraus, dass auch die Ke- 
gelschnitte CO®' und mOr eine Oskulation der ersten Ord- 
nung vollziehen (§. 124, b.), die Curve mOr des dritten Ke- 
gelschnitts liegt also in der Nähe ihres Berechnungspunktes 
ganz innerhalb, oder ganz ausserhalb der zwei andern Curven 
C06 und C'0(5', welche sich in dem .Punkte zugleich 
schneiden, die zwei letzteren schmiegen sich also inniger an 
einander an, als diess zwischen einer derselben und der erstem 
geschidit Durch jeden Punkt O eines gegebenen Kegelschnit- 
tes können unendlich viele andere Kegelschnitte gelegt werden, 



238 

welche sich in oskuliren. Denn man darf ja nur auf der 
Tangente des Punktes O einen andern Punkt O wählen und 
für ihn als Centrum und 00 als Axe einen zweiten Kegel- 
schnitt zeichnen, der dem ersten perspektivisch coUineär ist, oder 
man kann einen . solchen für den Punkt O als Centrum und 
eine beliebige durch gehende Gerade als Axe eines zweiten 
coUineären Kegelschnitts zeichnen, und man wird in beiden 
Fällen eine Oskulation der zweiten Ordnung in dem Punkte 
O bemerken. Der zweite Kegelschnitt ist bestimmt, wenn noch 
zwei Punkte R' und S' seines ümfanges gegeben sind. Denn 
die Collineationsstrahlen OR' und OS' bestimmen auch in dem 
gegebenen Kegelschnitt die homologen Punkte R und S, und 
der Convergenzpunkt T der zwei homologen Richtungen RS und 
R'S' bestimmt mit dem Punkt selbst, durch welchen die 
Collineationsaxe gehen soll, diese Axe OT. Es sind also das 
Centrum O, die Axe OT und ein Paar homologer Richtungen 
RS und R'S' bekannt, die CoUineation ist daher bestimmt, uiid 
man kann mit Leichtigkeit zu jedem Punkt des gegebenen 
Kegelschnitts den homologen Punkt des gesuchten finden. 

O. Oskulation der dritten Ordniug. 

§. 127. Zwei Kegelschnitte vollziehen eine Oskulation der dritten 
Ordnung in einem Punkt, wenn in demselben alle vier gemeinschaft- 
lichen Punkte ihrer Curven , und in der Tangente jenes Punktes auch 
alle vier gemeinschaftlichen Tangenten vereinigt sind. Die Oskulation 
der dritten Ordnung ist wieder ein Berühren, das noch durch folgende 
Merkmale ausgezeichnet ist: 

a) Der Punkt ihrer Oskulation ist der einzige, in welchem die 
K^egelschoitte einen gemeinschaftlichen Vielstrahl haben, denn in ihm 
fallen ihre sechs gemeinschaftlichen Vielstrahlen auf einander; die Tan- 
gente jenes 'Punktes ist die einzige Richtung ihrer gemeinschaftlichen 
Sekanten, denn in jener Richtung sind ihre sechs gemeinschaftUchen 
Sekanten vereinigt. 

b) Das gemeinschaftliche Polardreieck ist auf einen einzigen Punkt, 
den Punkt ihrer Berflhrung, und die Seitenrichtungen desselben sind 
auf eine einzige Richtung, die Richtung der Tangente Jenes Punktes 
leduzirt. 
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c) Der Pankt der Oskulation der dritten Ordnang ist stets eio 
reeller, und von den zwei Kegelschnitten 11^ der eine ganz in der 
Fläche des andern, so dass sie sich von innen berflhren. 

d) Zu einem gegebenen Kegelschnitt kann man immer einen zwei- 
ten Kegelschnitt zeichnen, der* den ersten in einem gegebenen Punkte 
berührt ; dieser zweite Kegelschnitt ist aber vollkommen bestimmt, wenn 
noch ein Punkt seines Umfanges, oder eine Tangente gegeben ist. 

e) Zwei Kegelschnitte, welche eine Oskulation der dritten Ordnung 
vollziehen, schmiegen sich inniger aneinander an , als diess bei der Os- 
kulation der zweiten und ersten Ordnung der Fall ist. 

Der letzte besondere Fall, der noch zu betrachten übrig 
ist, tritt ein, wenn die vier gemeinschaftlichen Punkte in ei- 
nem Orte vereinigt sind. Bei der Oskulation der zweiten 
Ordnung haben die zwei Kegelschnitte nur zwei gemeinschaft- 
liche Sekanten, von welchen die eine die Kegelschnitte berührt 
und die andere durch den Berührungspunkt derselben geht 
Wenn nun auch noch diese zwei Sekanten in eine Richtung 
zusammenfallen, so nimmt auch die zweite Sekante die Gestalt 
einer Tangente an, und die vier gemeinschaftlichen Punkte, 
welche durch die Sekanten bestimmt werden, coincidiren alle 
in dem gemeinschaftlichen Berührungspunkt, und ebendamit 
sind auch die vier Tangenten, welche diesen vier Punkten ent- 
sprechen, die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kegel- 
schnitte in einer Richtung, nämlich in der Richtung der ge- 
meinschaftlichen Sekanten vereinigt. Der Punkt 0, Fig. 72, 
in welchem die Kegelschnitte sich berühren, ist nothwendig 
ein reeller, weil in demselben jedenfalls zwei Paare zusammen- 
gehöriger Punkte vereinigt sind (§. 116, a). Die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten sind also ebenfalls reell. Die Oskula- 
tion der dritten Ordnung kann auch als ein besonderer Fall 
der Oskulation der ersten Ordnung betrachtet werden , welcher 
dadurch ausgezeichnet ist, dass die .zweite gemeinschaftliche 
Sekante Wß mit der ersten AB, welche durch den Berührungs- 
punkt der Curven geht, zusammenfällt Diese Anschauungs- 
weise zeigt, dass bei der Oskulation der dritten Ordnung der 
eine Kegelschnitt ganz von dem andern umschlossen werden 
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muss und eine Berfifarong von innen voILsieht (§* 124, d.), weil 
auch die Berührungspunkte der zweiten Sekante reell sind. 
Dieses Resultat geht auch aus den Collineationsverhältnissen 
hervor. In dem Punkt O ihrer Oskulation sind alle vier ge- 
meinschaftlichen Punkte, also auch alle gemeinschaftlichen Viel- 
strahlen, und in der Tangente AB dieses Punktes O alle ge- 
meinschaftlichen Sekanten vereinigt, die Kegelschnitte sind 
also nur fiir den Punkt als Centrum und für die Richtung 
AB als Axe, und zwar wie man leicht sieht, perspektivisch 
coUineär, sie smd es aber nicht nur in entgegengesetzter Lage, 
sondern auch in einstimmiger Lage. Ist also der eine Kegel- 
schnitt COD und der Punkt O gegeben, so ist eben damit 
das Centrum O und die Axe AB, welche den Kegelschnitt in 
O berührt, bekannt, und jeder zweite Kegelschnitt, der dem 
ersten für eben diese Axe , und für eben dieses Centrum in 
einstimmiger Lage perspektivisch collineär ist, oskulirt ihn naeh 
der dritten Ordnung. ♦) Wenn also nur noch ein einziger 
Punkt C der Curve des zweiten Kegelschnitts gegeben ist, 
so kann man durch einen CoUineationsstrahl OC^ den homolo- 
gen Punkt C des ersten Kegelschnitts finden, und damit ist 
die CoUineation, für ^reiche Centrum, Axe und ein Paar ho- 
mologe Punkte bekannt sind, vollkommen bestimmt, und man 
kann den zweiten Kegelschnitt ohne Mühe construiren. 

Weil bei der Oskidation der dritten Ordnung ein Beruh- 
ren von innen verbunden ist, so ist klar , dass ein dritter Ke- 
gelschnitt C'OD", welcher in dem Punkte Ö mit dem Kegelschnitt 
COD im zweiten Gradö oskulirt, nicht zwischen den zwei Cur- 

*) In den drei früheren Fällen sind die Kegelschnitte auch für den Be- 
rührungspunkt und die Tangente AB desselben perspektivisch , aber nur 
in entgegengesetzter Lage. Hier aber sind sie, wo in alle gemeinschaft- 
lichen Yieistrahlen, und in AB alle gemeinschaftlichen Sekanten vereinigt sind, 
nicht nur in entgegengesetzter, sondern zugleich auch in einstimmiger Lage 
perspektivisch collineär. Die CoUineation der entgegengesetzten Lage leistet 
in allen Fällen nichts, sie sagt aus, dass der Punkt ü des KegelschDittef 
COD dem Punkt C. des Kegelschnittes. CO D' homolog ist, und dass also 
die Tangenten in und C* in einem Punkte der Axe AB convergiren. Ei 
sind also alle Punkte des Kegelschnittes COD' einem und demselben Punkt 
des Kegelschnittes COD honiolog. Diese CoUineation leistet also nichH. 
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ven der Kegelschnitte GOD und C'OD' liegen kann. Er sehneidet 
den ersten Kegelschnitt jedenfaUs in einem reellen Punkte 9^, 
und es ist 0S3 eine gemeinschaftliche Sekante der Kegelschnitte 
' GOD und G^'OD^^, und die zwei Kegelschnitte sind für den 
Punkt O als Gentrum und die gemeinschaftliche Sekante 093 als 
Axe perspektivisch coUineär. Nun sind aber auch die Kegel- 
schnitte GOD und G'OD' für das Gentrum und die Axe AB 
perspektivisch collineär, folglich sind auch die Kegelschnitte 
G'OD' und G"OD" für das Gentrum O und eine andere Axe 085', 
welche mit AB und 093 in demselben Punkt O convergirt, 
perspektivisch collineär (§.49,a). Daraus folgt aber, dass auch 
die Kegelschnitte G'OD' und G"OD" in dem Punkte eine 
Oskulation der zweiten Ordnung vollziehen und einander eben- 
falls noch in einem Punkte 93' durchschneiden (§. 126, b). Der dritte 
Kegelschnitt tritt also von der äusseren Seite der zwei Kegel- 
schnitte, jenseits des Punktes O auf die innere Seite derselben, 
und schneidet hierauf beide wieder in den Punkten 93 und 93'. 
Die Annäherung der zwei ersten gegebenen Kegelschnitte ist 
also eine viel innigere als diejenige ist, welche durch den drit- 
ten Kegelschnitt geschieht und welcher mit den zwei ersteren 
eine Oskulation der zweiten Ordnung vollzieht. 

H. KrSmmungskreise. 

§. 228. Zwiächen Kreisen ist nur eine Oskulation der ersten Ord- 
nung möglich. 

Ein Kegelschnitt kann in eioem Punkte von unendlich vielen Krei- 
sen einfach berührt i^^rden, aber nur ein einziger Kreis vollzieht in jenem 
Punkt eine Oskulation der zweiten Ordnung. Eine Oskulation der dritten 
Ordnung kann zwischen einem Kreis und einem Kegelschnitt im All- 
gemeinen nicht stattfinden; nur In den Scheitelpunkten der Axen ist 
eine solche möglich, dagegen ist sodann hier die Oskulation der zwei- 
ten Ordnung ausgeschlossen. Der Kreis, welcher mit einem Kegelschnitt 
eine Oskulation höherer Ordnung hervorbringt, heisst der Krümmungs- 
kreis des Punktes, in welchem diess geschieht. 

Zwischen Kreisen kaiin nur eine Oskulation der ersten 
Ordnung stattfinden , weil zwei Kreise einander decken, sobald 
sie drei Punkte ihrer Curven gemeinschaftlich haben. Mit 
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einem Kegelschnitt kann ein Kreis im Allgemeinen keine hö- 
here Ordnung der Oskulation begrfinden, als eine Osknlation 
der zweiten Ordnung, weil ein Kreis durch die drei Punkte, 
welche er mit dem Kegelschnitt im Oskulationspunkt gemeui- 
schaftlich hat , schon vollkommen bestimmt ist. Diess zeigt 
sich auch darin , dass nur ein solcher Kreis construirt werden 
kann, sodald der Punkt O (Fig. 71), in welchem die Oskulatioii 
der zweiten Ordnung stattfinden soll, gegeben ist. Denn da 
dieser Punkt O das Centrum der einstimmigen perspektivischen 
GoUineation für den Kegelschnitt und diesen Kreis sein moss, 
so kann man beliebige Gollineationsstrahlen ihrer Systeme zie- 
hen. Zieht man nun OD ± OC , so entspricht die Sehne DC 
des Kegelschnitts offenbar einem Durchmesser des gesuchtai 
Kreises. Construirt man noch eine zweite solche Seline ¥G 
im Kegelschnitt, so wird der Convergenzpunkt M dieser zwei 
Sehnen dem Mittelpunkt M^ des gesuchten Kreises homolog 
sein. Dann ist aber auch die Polare mm, welche dem Punkt 
M des Kegelschnitts entspricht, der Polaren homolog, welche 
dem Mittelpunkt M' des Kreises entspricht (§. 120, a). Die 
letztgenannte Polare ist ^ber eine Gerade des unendlichen Rau- 
mes (§. 107, c) , folglich ist die Polare mm in dem System des 
Kegelschnitts die Gegenaxe bei der CoUineation des Kegelschnitts 
und des gesuchten Kreises (§. 44). Die Axe der CollineatioD 
geht aber immer der Gegenaxe parallel (§.47, d), und well 
dieselbe bei einer Oskulation der zweiten Ordnung auch durch 
den Punkt O geht (§. 126, b) , so ist folglich die Gerade O», 
welche durch mit mm parallel gezogen wird , die Axe der 
CoUineation. Durch das Centrum O, die Axe 093 und die Ge- 
genaxe mm ist aber die CoUineation vollkommen bestimmt, 
und man kann sogleich den Kreis, oder wenn man Ueber will, 
auch den Mittelpunkt desselben , welcher dem Punkt M homo* 
log ist , construiren. Zieht man z. B. durch M die Richtung 
KJ, und an den Schnittpunkt J mit der Gegenaxe den Colli- 
neationsstrahl OJ, und nun durch den Schnittpunkt K mit 
der Axe KM' || J, so sind KM und KM^ homologe Richtun- 
gen der zwei Systeme (§. 47, e) , und der CoUineationsstrahl 
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OM bestimmt auf KM' den Mittelpmikt M' des gesuchten 
Kreises. 

Man wird leicht finden, dass der Punkt M in die Rich- 
tung der Axe des Kegelschnitts fällt , sobald in dem Schei- 
tel dieser Axe liegt. Dann ist aber auch die Polare mm±OM 
{§. 112, d), und also auch die Parallele 023JLOM; d. k dann 
fällt die Axe 035 mit der Tangente OD des Punktes O zu- 
sammen, d. h. es geht die Oskulation der zweiten Ordnung 
in eine Oskulation der dritten Ordnung über (§.127,a). 

L Centrisehe Gollineation eoincidirender Kegelsehnltte« 

§. 129. Haben zwei collineäre Systeme die Gorve eines Kegel- 
schnittes entsprechend gemein, so sind sie immer auch centrisch colli- 
neSr, und zwar verhalten sich das Centrum und die Axe dieser Sy- 
steme in Beziehung auf den Kegelschnitt wie Pol und Polare. 

Umgekehrt : Sind in einer Ebene ein Kegelschnitt, ein Punkt und 
eine Bichtung, welche letztere sich wie Pol und Polare verhalten, ge- 
geben, so kann man immer zwei Systeme dieser Ebene für jenen Punkt 
als Centrum und jene Richtung als Axe centrisch collineär so auf ein* 
ander beziehen, dass sie die Curve des Kegelschnitts entsprechend ge* 
mein haben. 

Hiemit hängen noch folgende Eigenschaften der Kegelschnitte an- 
mittelbar zusammen. 

a) Sind zwei Paare homologer Punkte einer projektivisch auf sich 
bezogenen Kegelschnittcurve gegeben, so convergiren zwei gleichnamige 
Verbindungslinien der nicht homologen Punkte in einem Punkt der 
Axe der centrischen Collineation. 

b) Wenn auf der Curve eines solchen Kegelschnittes zwei homo* 
löge Punkte eine solche Lage haben, dass ihre Verbindungslinie durch 
das Centrum geht, so geht auch die Verbindungslinie jedes anderen 
Paares homologer Punkte durch jenes Centrum, und die zwei Systeme 
sind involutorisch perspektivisch. 

c) Wenn auf der Curve eines solchen Kegelschnittes zwei homo- 
loge Punkte eine solche Lage haben, dass ihre Verbindungslinie nicht 
durch das Centrum geht, so geht überhaupt keine solche Verbindungs- 
linie durch das Centram; dagegen berühren alle diese Verbindungslinietk 
einen zweiten Kegelschnitt, der mit dem ersten eine doppelte Berührung 
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liat, und zwar ist die Axe der centrischen Gollineation die Berühnings- 
sehne dieser doppelten ßerühruDg. 

d) Auch die Pole der Verbindungslinieii der homologen Ponkte 
bestimmen einen zweiten Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen auf 
derselben Berührangssehne eine doppelte Berührung vollzieht. 

Das Ineinandergreifen zweier collineärer Systeme einer 
Ebene , welches in §. 45, a und b erkannt wurde, steht in det 
Mitte zwischen den zwei Fällen, welche durch die Prädikate 
projektivisch und perspektivisch unterschieden werden. Da 
aber jener Fall eben so selbstständig und begründet ist wie 
diese zwei extremen Fälle, so ist es wünschenswerth , densel- 
ben auch benennen zu können. Es mag daher der FaU, wo 
zwei collineäre Systeme einer Ebene einen Punkt und eine 
Richtung entsprechend gemein haben, mit dem Namen der 
centrischen Gollineation bezeichnet werden, auch soll jener 
Punkt, in welchem allein zwei homologe Punkte der Systeme 
und jene Richtung, in welcher allein zwei homologe Richtungen 
4er Systeme vereinigt sind, Centrum und Axe der Gollineation 
. heissen. Das Folgende wird zeigen , dass die centrische Golli- 
neation bei den coincidirenden Kegelschnitten eine ebenso grosse 
Rolle spielt, wie die perspektivische bei den auseinander lie- 
genden Kegelschnitten. 

Es können zwei in einer Ebene liegende Systeme so auf 
einander collineär bezogen werden, dass sie die Curve eines 
Kegelschnitts entsprechend gemein haben , denn man darf sich 
hierbei ja nur vorstellen, dass in dem Umfang des Kegelschnitts 
zwei Gurven coincidiren, von welchen die eine dem einen 
und die andere dem andern Systeme angehört. Man wird 
also, wenn ein Kegelschnitt gegeben ist, zu drei Punkten 
A, B, G seines Umfanges noch drei andere Punkte A', B', C 
nach Belieben annehmen , und im Uebrigen nach der Regel 
des §. 120 verfahren, um die übrigen homologen Punkte zu be- 
stimmen. Es gibt übrigens für diesen besonderen Fall noch 
eine bequemere Methode. . Denn zieht man (Fig. 69) von dem 
Punkte A aus nach den Punkten A', B', G' des zweiten Sy- 
stems , und ebenso von dem Punkte A' aus nach den Punkten 
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A, B, C des ersten Systems gerade Linien, so wird man be^ 
merken, dass sie conforme Vielstrahlen bilden. Denn gesetzt, 
es seien auch S und S' noch zwei homologe Punkte der col- 
linearen Systeme, so ist 
Vielstrahl S, ABC 7\ S', A'B'C (§. 42, g). 

S, ABC A A', ABC j .g -^^ . 

S', A'B'C A A, A'B'C j ^^' ' ^ 
folglich AS ABC A A, A'B'C (§. 30). 

Die Vielstrahlen A und A' sind somit conform, und weil 
auf ihrer Scheitellinie AA' zwei homologe Richtungen vereinigt 
sind, so befinden sie sich in perspektivischer Lage (§. 33, a). 
Die nach den homologen Punkten gezogenen Strahlen con- 
vergiren also alle auf einer Geraden MN. Diese Grade MN liefert 
nun ein sehr bequemes Mittel, um die gesuchten homologen 
Punkte der zwei Systeme zu bestimmen, indem alle Punkte 
der Geraden MN, weiche von den Punkten A und A' aus auf 
die Curve projicirt werden, zugleich auch homologe Punkte 
der zwei Systeme sein müssen. Man wird aber noch weiter 
sehen, dass dieselbe Gefade MN für zwei beliebige andere ho* 
mologe Punkte S, und S' dieselbe Bedeutung hat. Denn es 
bilden diese Punkte S und S' mit A, A' und B, B' ein Sechs- 
eck AB'SA'BS', dessen gegenüberstehende Seiten stets in drei 
Punkten M, N, L einer Geraden convergiren (§. 104, a). So 
oft man also von irgend zwei Paaren homologer Punkte 
die nicht homologen Punkte durch Gerade mit einander ver- 
bindet , so convergiren die letzteren in Punkten einer und der- 
selben Geraden MN. Diese Verallgemeinerung führt aber noch 
weiter. Wählt man nämlich die Punkte D und E (Figur 70) 
des ersten Systems gerade so, dass die Richtung DE durch deii 
Pol O von MN geht, und construirt nach der vorausgehen* 
den Regel die homologen Punkte D' und E', so müssen auelk 
die Verbindungslinien DE' und D'E der nicht homologen 
Punkte in einem Punkt R der Geraden MN convergiren. Da 
aber die Punkte D und E nach Voraussetzung auf einem Strahl 
des Punktes O liegen, so sind DR und ER zwei homolog^ 
Gerade der involutorisehen Systeme des Kegelschnitts, welche 
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ideii Punkt O zum Centrum und die Grade MN cur Axe h^ 
Jben, und es sind auch die Punkte D' und E^, welche sie td 
4er Kegelschnittcurve bezeichnen, homologe Punkte dieser 
involutorischen Systeme (§. 106). Es muss also auch die Verbin- 
dungslinie D^' in dem Punkte O convergiren (§. 46, a). Man siekt 
also, dass diejenigen Geraden des ersten Systems, welche durcli 
den Pol von MN gehen, nur mit solchen Geraden des zwei- 
ten Systems homolog sind, welche ebenfalls durch diesen Punkt 
gehen. Hieraus schliesst man aber, gestützt auf §. 43, e, dass 
in dem Punkte O zwei homologe Punkte der zwei collineärei 
Systeme vereinigt sind und nun auch , gestützt auf §. 120, a, 
dass auf der Geraden MN zwei homologe Richtungen die- 
ser Systeme vereinigt sind. Dieselben Systeme also, welcke 
eine Kegelschnittcurve entsprechend gemein haben, haben aus- 
ser ihr auch noch einen Punkt und eine Richtung entsprechend 
gemein und sind also centrisch coUineär, und zwar verhalten 
sich Gentrum und Axe im Kegelschnitt wie Pol und Pola« 
zu einander. Ist das Centrum und also auch die Axe MN 
gegeben, so reicht ein Paar homologer Punkte A und A' dö 
centrischen Gollineation hin, damit diese vollkommen bestimmt 
sei. Nimmt man nun die Punkte A , und A' so, dass die Rieb* 
tung AA' durch den Pol von MN geht, so gehören sie nack 
g. 106 zweien collineären Systemen an , welche für BIN «l» 
Axe und fiir den Punkt als Centrum involutorisch vd 
4dso auch perspektivisch sind, folglich wird auch die Verbin- 
4lungslinie jedes anderen Paares homologer Punkte durch i^ 
Centrum O gehen. Es folgt aber hieraus unmittelbar, i^ 
wenn die zwei Systeme nicht involutorisch sind , dann auch 
keine einzige Verbindungslinie zweier homologer I^inkte durd 
den Pol der Richtung MN gehen kann, und es fragt ^ 
nun noch, welche Lage die Verbindungslinien in dem 1^^ 
teren Falle haben werden. Nun ist in dem Kegelschnitt 
ABB'A' (Fig. 73) durch den Pol 0, die Polare MN und* 
Verbindungslinie AA' zweier homologer Punkte nicht nur j^ 
des andere Paar homologer Punkte, sondern auch ein i^^^ 
Kegelschnitt RST bestimmt, welcher mit dem erstem ABB'A 
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eine doppelte Berührung hat und die Gerade AA' berührt 
(§. 125, e). Man wird aber leicht finden, dass eben dieser 
zweite Kegelschnitt RST auch jede andere Gerade BB' berührt, 
welche 2Wei beliebige homologe Punkte des ersten Kegel^ 
Schnitts verbindet. Denn es werden die Verbindungslinien AB' 
und A'B der nicht homologen Punkte in einem Punkt N der 
Polare MN convergiren (§. 129, a), die zwei anderen Conver- 
genzpunkte K und L der übrigen Verbindungslinien liegen 
auf der Polaren des Punktes N (§. 109, f) , welche durch den 
Pol O der Geraden MN geht (§. 109, a). Weil hiernach OKL 
die Polare des Punktes N nicht nur für den Kegelschnitt 
ABB'A', sondern auch fiir den Kegelschnitt RST ist, und 
weil die involutorische CoUineation (deren Modulus gleich 
Eins ist) durch den Pol und die Polare vollkommen bestimmt 
ist, so sind die Geraden AA' und BB' nicht nur homologe 
Kichtungen der Involution des Kegelschnittes ABB^A' für das 
Centrum N und die Axe KL, sondern auch derjenigen des 
Kegelschnittes RST. Da nun aber die Richtung AA' den 
Kegelschnitt RST n. An. berührt, so muss auch die homologe 
Gerade BB' denselben berühren (§. 62, c). Dass auch die Pole 
der Geraden AA', BB' auf einem Kegelschnitte liegen werden, 
folgt aus der Reciprocität des Kegelschnittes (§. 108, e). 

K. Die Brennpunkte« 

§. 130. Wenn die Eckpunkte eines Dreiecks in einem gegebenen 
Kegelschnitt sich bewegen, während zwei Seiten desselben sich um zwei 
feste Punkte drehen, so kann die Lage der dritten Seite nach folgenden 
Hegeln beurtheilt werden. 

a) Wenn die zwei festen Punkte in Beziehung auf den Kegel- 
schnitt conjugirt sind, so dreht sich die dritte Seite um einen Punkt, 
den Pol der durch jene festen Punkte bestimmten Richtung. 

b) Wenn die zwei festen Punkte in Beziehung auf den Kegelschnitt 
nicht conjugirt sind, so berflhrt die dritte Seite einen anderen Kegel«- 
schnitt, welcher mit dem ersten in doppelter Berührung steht, und zwar 
geht die Berflhningssehne dieser zwei K^elschnitte durch jene zwei 
imten Punkte. 

c) Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegelschnitt bertlh* 



348 

Ten, und zwei Ecken desselben In zwei gegebenen Geraden liegen, so 
beschreibt auch das dritte Eck eine Gerade, wenn jene g^ebenen Ge- 
raden conjngirt sind, oder wenn diess nicht der Fall ist, so beschreibt es 
einen Kegelschnitt, der mit dem gegebenen eine doppelte BerOhning hat 

§. 131. Wenn die Ecken eines Dreiecks in einem gegebene! 
Kegelschnitt sich bewegen, während eine Seite einen anderen K^el- 
schnitt berührt, der mit dem ersten eine doppelte Berührung hat, und 
eine zweite durch einen festen Punkt der Berührungssehne der zwei 
Kegelschnitte geht, so geht auch die dritte Seite durch einen anderen 
festen Punkt dieser Berührungssehne. 

Der über der Hauptaxe eines Kegelschnitts als Durchmesser con- 
struirte Kreis hat mit diesem Kegelschnitt selbst eine doppelte Berüh- 
rung; wenn nun ein Dreieck in diesen Kreis so beschrieben wird, dass 
eine Seite den Kegelschnitt berührt und die andere Seite durch den 
Mittelpunkt des Kreises geht, so geht die dritte Seite durch einen an- 
deren Constanten Punkt der Axe, und dieser ist ein Brennpunkt des 
Kegelschnittes. Daraus folgt, dass jeder Kegelschnitt zwei Brenn- 
punkte hat, welche mit den im siebenten Buch angeführten Brenn- 
unkten identisch sind. 

§. 132. Wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemeir«chafi^ 
lieh haben, so sind sie für diesen Punkt als Centrum perspektivisch 
collineär; hiermit hängen noch folgende Eigenschaften zusammen. 

a) Die Sehnen eines Kegelschnitts, welche vom Brennpunkt aus 
unter constanten Winkeln gesehen werden, berühren einen anderen Ke- 
gelschnitt, und der Pol dieser Sehne beschreibt ebenfalls einen Kegel- 
schnitt. 

b) Wenn zwei feste Tangenten eines Kegelschnitts von einer drit- 
ten beweglichen Tangente geschnitten werden, so wird das Stück der 
letzteren, welches zwischen den ersten liegt, vom Brennpunkt aus un- 
ter einem constanten Winkel gesehen. 

Wenn Fig. 75. M und N zwei conjugirte Punkte des Ke- 
gelschnittes ABC sind, und von denselben aus nach einem be- 
liebigen Punkt der Kegelschnittcurve 2wei Linien gezogea 
werden, welche derselben zum zweitenmal in den Punkten A 
und B begegnen, so wird die Polare des Punktes M durch 
den Punkt N gehen (§. 109) und die Gerade AG in einem 
solchen Punkt Wt schneiden, dass die Punkte A und G durch 
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die Punkte M und Wt harmonisch getrennt werden (§. 106). 
Ebenso wird die Polare des Punktes N durch den Punkt M 
gehen und auf BC einen, Punkt 91 bezeichnen , welcher mit 
dem Punkt N die Punkte B und C harmonisch trennt. Weil 
hienach die Punktreihe CAM5W A CBN91 A CB5RN und in 
G zwei homologe Punkte der Gonformität vereinigt sind, so 
liegen die Punktreihen perspektivisch, und es convergiren die 
Geraden WH und ^Wt m emem Punkte Q mit AB (§. 33), und 
dieser Punkt Q ist die Polare der Geraden MN (§. 109, d.) Es 
mag also der Punkt G angenommen werden, wie er will, so 
geht die dritte Seite AB doch stets durch den Pol Q derjenigen 
Geraden, welche die zwei festen Punkte M und N verbindet. 
Wenn nun aber (Fig. 74) die Punkte M und N einander 
nicht conjugirt sind, und man construirt mehrere Dreiecke 
ABG, A'B'G' und A"B"G" etc. so in den Kegelschnitt, dass 
zwei homologe Seiten derselben stets durch zwei feste Punkte 
M und N gehen , so sind nach §. 106 jedenfalls die Punkte 
A, A', A^', so wie auch die Punkte B,B',B" den Punkten G, G', G'' 
involutorisch coUineär, es bezeichnen also jedenfalls diese Punkte 
drei collineäre Systeme, von denen die zwei eisten mit dem 
letzteren perspektivisch liegen, die aber gegen einander nur 
projektivisch sind (§. 49). Hieraus folgt, dass die Verbindungs- 
linie AB, A'B', A" B" der homologen Punkte der zwei ersten 
Systeme einen Kegelschnitt berühren, welcher mit dem gege- 
benen eine doppelte Berührung hat (§. 129, c). Nun bemerke 
man aber, dass GAB"G"A"B ein Sechseck im Kegelschnitt ist, 
in welchem die Gegenseite GA und G"A" in dem Punkte M, 
die Gegenseiten B"G" und BG im Punkte N convergiren , so 
wird man schliessen, dass auch die Gegenseiten AB'' und A'^B 
in einem Punkte der Richtung MN convergiren (§. 104, a), und 
folglich ist MN die Berfihrungssehne der zwei Kegelschnitte 
(§. 129, a). Weil nun durch den einen Kegelschnitt ABG^ 
durch die Richtung der Geraden MN und durch eine Gerade 
AB, welche den zweiten Kegelschnitt berührt, der letztere voll- 
kommen bestimmt ist (§. 125, e), so folgt, dass dieser Satz 
auch umgekehrt werden kann. Dieser Umkehrungssatz gibt 
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ein neues Mittel an die Hand, um zu einem Paar gegebener 
homologer Punkte A und B^ noch viele andere zu constnü- 
ren, welche für eine gegebene Richtung MN homolog sind, er 
führt aber auch zu einer Einsicht in die Brennpunkte d^ Ke- 
gelschnitte. Construirt man nämlich über der Hauptaxe AI 
eines Kegelschnittes (Fig. 79) als Durchmesser einen Kreis, so 
berührt er den Kegelschnitt in den Scheitelpunkten, zeichnet 
man femer in den Kreis ein Dreieck DGE, dessen eine Seite 
DE den Kegelschnitt in einem Punkt C berührt und desso» 
andere Seite durch den Mittelpunkt O geht, so geht die dritte 
Seite DG, dem Vorausgehenden zufolge, durch einen constan- 
ten Punkt F'. Zu einem zweiten solchen Punkte F" kommt man 
durch ein Dreieck EDH, dessen Seite DH durch den Mittel- 
punkt geht Man wird leicht sehen, dass diese zwei Punkte 
F' und F'' in gleicher Entfernung vom Mittelpunkt liegen, und 
mehr noch, man wird sehen, dass sie Brennpunkte des Ke- 
gelschnittes sind. Denn entwickelt man aus einem mit Ä9 
aus F" beschriebenen Kreis und aus dem andern Punkt F' 
einen Kegelschnitt nach der Methode §. 91 , so erscheint A9 
als seine Axe (§. 97). Derselbe hat auch die Eigenschaft, dass 
wenn die eine Seite eines in den Kreis AS beschriebenen Drei- 
ecks durch den Mittelpunkt geht, und die andere durch den 
Punkt F', die dritte Seite ED den Kegelschnitt berührt (§. 98), 
es fallen also die Tangenten dieses construirten Kegelschnitts 
mit den Tangenten des gegebenen zusammen, und folglich fal- 
len überhaupt auch die Curven dieser Kegelschnitte auf ein- 
ander (§. 103, d). Man schliesst hieraus, dass die Punkte F 
und F'^ wirkliche Brennpunkte des Kegelschnittes seien und 
an allen Eigenschaften, welche im sechsten Buch von denselben 
ausgesprochen wurden, Theil haben. 

Nun ist jeder Kegelschnitt mit seinem Leitkreis , d. h. 
mit einem solchen Kreis, der aus seinem Brennpunkt als Blit- 
ielpunkt beschrieben wird, perspektivisch collineär, und zwar 
ist dieser Brennpunkt das Gentrum ihrer GoUineation (§. 87) 
Hat man also zwei Kegelschnitte mit einem gemeinschaftUchea 
Brennpunkt und man beschreibt aus demselb^ einen. Kreis, 
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SO ist jeder der Kegelschnitte mit diesem Kreis für den Mittel- 
punkt des Kreises als Centrum perspektivisch collineär, folg- 
lich sind auch die zwei Kegelschnitte unter einander für den 
gemeinschaftlichen Brennpunkt als Centrum perspektivisch col- 
lineär (§. 49, a). Construirt man nun in dem J^^eitkreis des 
Kegelschnitts einen Centriwinkel und dreht ihn, ohne seine 
Grösse zu verändern, so bestimmt er solche Sehnen im Kreis, 
welche einander gleich sind, und welche gleich weit vom Mit- 
telpunkt abstehen und daher einen zweiten mit dem ersten 
concentrischen Kreis berühren. Die Schenkel dieser Centri- 
winkel bestimmen aber als CoUineationsstrahlen homologe 
Punkte und homologe Sehnen im coUineären Kegelschnitt, 
welche auch eine Curve berühren werden, die dem Kreis ho- 
molog ist, welche von den Kreissehnen berührt wird, d. h. sie 
berührt ebenfalls einen Kegelschnitt (§. 86). Zieht man im 
Leitkreis zwei feste Tangenten und eine bewegliche, so wird 
man ieicht finden, dass das Stück der beweglichen Tangente, 
welches zwischen den festen liegt, vom Mittelpunkt aus unter 
einem constanten Winkel erscheint. Diesen Tangenten ent- 
sprechen aber im collineären Kegelschnitt homologe Tangenten, 
welche sich in homologen Punkten durchschneiden; und weil 
das Centrum der Collineation im Mittelpunkt des Kreises liegt, 
so liegen die homologen Punkte im System des Kegelschnitts 
auf den Richtungen derselben Kreishalbmesser, es wird also 
auch das Stück der beweglichen Tangente des Kegelschnitts, 
welches zwischen den homologen festen Tangenten liegt, vom 
Brennpunkt aus unter einem constanten Winkel gesehen werden. 

L. Affine Kegelschnitte. 

§. 133. Wenn die Mittelpunkte zweier coUineftr auf einander be- 
zogenen Kegelschnitte homolog sind, so sind die Kegelschnitte aflBn. 
Man kann übrigens nur solche zwei Kegelschnitte affin auf einander 
beziehen, welche in Betreff der Punkte des endlichen und unendlichen 
Raumes gleichartige Dimensionen haben. Ist diese Bedingung erffillt, 
80 kann man zu einem Durchmesser des einen Kegelschnitts, den ho- 
mologen Durchmesser des anderen Kegelschnitts nach Belieben anneh- 
men, damit sind aber sodann alle homologen Punkte ihrer AfflnitSt 
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▼ollkommen beslimmt Die affinen Kegelschnitte sind darch fol^e 
Merkmale ausgezeichnet 

a) Jedem Durchmesser des einen Kegelschnitts ist wieder einDardh 
messer des andern Kegelschnitts homolog. 

b) Sind zwei Durchmesser eines Kegelschnitts einander coDJogiit, 
so sind auch die homologen Durchmesser des affinen Kegelschnitts ein- 
ander conjugirt. 

c) Sind mehrere Sehnen eines Kegelschnittes einander parallel, so 
sind auch die homologen Sehnen des affinen Kegelschnitts einander pa- 
rallel, und denen des ersten Kegelschnitts proportional. 

§. 134. In Betreff der perspektivischen Lage affiner Kegelschnitte 
kann bemerkt werden: 

a) Wenn zwei Kegelschnitte zwei parallele gemeinschaftliche Tan* 
genten haben, so sind sie ftlr die Richtung dieser Tangenten als der 
ihrer Collineationsstrahlen perspektivisch affin. Die zwei Sehnen, weiche 
auf einer solchen Richtung liegen, sind homolog und ihr Verhiltiii« 
ist dem Modulus der Affinität gleich. 

b) Wenn zwei Kegelschnitte die zwei Endpunkte eines Durchme»- 
sers gemeinschaftlich haben, so sind sie für die Richtung dieses Dorcli- 
messers als Axe perspektivisch affin. Die Abschnitte, welche durcb 
zwei homologe Punkte und die Axe auf einem Collineationsstrahl b^ 
stimmt werden, sind homolog, und ihr Verhältniss ist dem Modolos i 
der Affinität der Kegelschnitte gleich. 

c) Wenn zwei Kegelschnitte eine Axe mit einander gemein halxai, 
so sind sie nicht nur fflr dieselbe als ihre Gollineationsaxe perspei^ti- 
visch affin, sondern sie haben auch auf der Richtung dieser Axe eine 
doppelte Bertlhrung. Eine Gerade, welche senkrecht zu dieser Aie 
steht, bezeichnet die Richtung der Collineationsstrahlen, und die Sehnen, 
welche sie in den Kegelschnitten bildet, sind homolog, and ihr V€^ 
hältniss ist dem der Affinität der Kegelschnitte gleich. 

Nachdem nun die CoUineation der Kegelschnitte im All- 
gemeinen und in den wichtigsten besonderen Fällen durchge- 
gangen ist, muss noch ein Blick auf die besonderen FonneB 
der CoUineation geworfen werden und zunächst auf die Affi- 
nität. Nun können aber nicht jede zwei beliebige Kegelschnitt« 
affin auf einander bezogen werden, da die affinen Kegelschnitte 
in Betreff ihrer Punkte des endlichen und unendlichen Baumes 
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gleichartig sind (§. 51, c). Es können also nur zwei Ellipsen, 
welche mit allen ihren Punkten im endlichen Raum liegen, 
oder zwei Parabeln, welche nur mit einem Punkt im unend- 
lichen Raum liegen, oder endlich zwei Hyperbeln, welche mit 
zwei Punkten im unendlichen Raum liegen, affin sein. Sollen 
aber zwei solche in Betreff ihrer Dimensionen gleichartige Ke- 
gelschnitte affin auf einander bezogen werden, so müssen in 
den affinen Systemen, denen sie angehören, die Geraden des 
unendlichen Raumes homolog sein (§. 51, a). Weil aber die 
Pole homologer Geraden auch wieder homologe Punkte sind 
(§. 120, a), so müssen auch die Mittelpunkte der affinen Ke- 
gelschnitte als die Pole der unendlich entfernten Geraden ho- 
mologe Punkte derselben sein. 

Will man aber zwei Kegelschnitte coUineär auf einander 
beziehen, so kann man zu drei Punkten auf dem Umfang des 
einen Kegelschnitts K drei Punkte auf den Umfang des an- 
dern Kegelschnitts K' nach Belieben annehmen (§. 120). Nimmt 
man nun aber die drei Punkte ABC des einen Kegelschnitts, 
so, dass A und B mit den Endpunkten eines Durchmessers, 
und der Punkt C mit dem Endpunkt des conjugirten Durch- 
messers zusammenfällt, und nimmt man sodann auch die 
Punkte A'B'C des andern Kegelschnittes ebenso, so sind die 
Systeme nicht nur coUineär, sondern auch affin. Denn weil 
der Durchmesser AB dem Durchmesser A'B' homolog ist, so 
müssen auch die Pole dieser Durchmesser homolog sein, diese 
liegen aber auf der Richtung ihrer conjugirten Durchmesser, 
welche durch die Punkte C und C gehen, die ebenfalls ho- 
molog sind (§. 75, a). Es sind also auch diese conjugirten Durch- 
messer homologe Richtungen (§. 42, d) und folglich sind auch 
die Mittelpunkte der Kegelschnitte homologe Punkte (§. 42, e) 
und die Kegelschnitte sind also affin. Man wird noch bemer- 
ken, dass auch dieser Weg zu der Bedingung führt, dass die 
Kegelschnitte gleicher Art öein müssen, denn nur wenn diess 
der Fall ist, sind die Endpunkte C und C der conjugirten 
Durchmesser zugleich endliche oder unendliche Punkte. Zu- 
0eich sieht man femer, dass wenn zwei gleichartige Kegel- 
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schnitte affin auf einander bezogen werden sollen, nur zu ei- 
nem Punkt auf dem Umfang des einen , ein Punkt auf dem 
Umfang des andern Kegelschnitts nach Belieben angenommea 
werden kann, und dass durch dieses einzige Paar homologer 
Punkte die affinen Systeme der Kegelschnitte vollkommen be- 
stimmt sind. Die übrigen Sätze über die affinen Kegelschnitte 
folgen so unmittelbar aus dem, was bisher über die Affinität ge- 
sagt wurde, und aus den allgemeinen Regeln der persp^vi- 
schen Kegelschnitte, dass folgende Andeutungen genügen wer- 
den: Sind zwei gemeinschaftliche Tangenten einander parallel, 
so sind die Kegelschnitte für den Convergenzpunkt dieser Tan- 
genten perspektivisch collineär (§. 122). Weil aber dieser 
Convergenzpunkt im unendlichen Raum liegt , so gehört die 
CoUineation zur besondern Art der Affinität. Haben zwei 
gleichartige Kegelschnitte einen l^urchmesser gemeinschaftiieli} 
so sind sie für die Richtung dieses Durchmessers als Axe per* 
spektivisch collineär (§. 121), folglich sind auch die in den 
Mittelpunkt vereinigten Punkte der zwei collineären Systeme 
homolog, und es gehört also diese Collineation zur besondem 
Art der Affinität. 

M. Aehnllehe Kegelschnitte. 
§. 135. Kegelschnitte, welche gleiche Excentriciläten haben, »»^ 
ähnlich; ihre Mittelpankte, Axen, Brennpunkte, sind homolog, ^ena 
die Haupt-Axen zweier ähnlichen Kegelschnitte parallel sind, so befin- 
den sie sich überdiess in perspektivischer Lage. Aehnliche Kegelschnitte 
perspektivischer Lage sind noch durch folgende Merkmale aosgezeichnet: 

a) Sie haben stets zwei genteinschaftliche Vielstrahlen gleichartig» 
Lage, deren Scheitel die Aehnlichkeitspunkte ihrer Collineation sm. 
Diese Aehnlichkeitspunkte liegen mit den Mittelpunkten der Kegel- 
schnitte in einer Richtung und trennen dieselben harmonisch. 

b) Sie haben im endlichen Raum nur eine gemeinschaftliche Se- 
kante, und können einander also höchstens in zwei Punkten schoeidefl' 
Diese gemeinschaftliche Sekante des endlichen Raumes liegt in det 
Mitte zwischen den zwei Polaren, welche einem ihrer Aeholichl^ei^ 
punkte in den einzelnen Kegelschnitten entsprechen. 

c) Wenn drei ähnliche Kegelschnitte paarweise perspektivisch geget 
einander liegen, so liegen auch von ihren Aehnlichkeitspunkten je ^ 
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ungleichnamige io einer geraden Linie, so dass die Kegelschnitte vier 
gemeinschaftliche Aehnlichkeitsstrahlen haben. 

d) Wenn von drei ähnlichen und perspektivisch gegen «inander 
liegenden Kegelschnitten einer die zwei anderen berührt, so ist die Ver^ 
bindungslinie der Berahrungspunkte des ersteren ein Aehnlichkeitsstrahl 
der zwei letzteren. 

e) Wenn drei ähnliche Kegelschnitte paarweise perspektivisch gegen 
einander liegen, so convergiren ihre drei gemeinschaftlichen Sekanten 
des endlichen Raumes in einem Punkt. ' 

f) Kreise sind nicht nur alle ähnlich, sondern sie befinden sich 
auch stets in perspektivischer Lage, und dieses ist also der Grund der- 
jenigen Eigenschaften, die unter dem Namen der Aehnlichkeit und Po- 
tenzialität frfiher an ihnen erkannt worden sind. 

Damit zwei Kegelschnitte ähnlich seien, ist ebenfalls die 
Bedingung nothwendig, dass sie gleicher Art seien (§. 51, c), 
aber diese Bedingung ist allein noch nicht hinreichend. Es 
müssen aus dem gleichen Grund wie bei den affinen Kegel- 
schnitten auch die Mittelpunkte homolog sein, abe^ noch mehr : 
man kann nicht zwei beliebige Durchmesser zur collineären 
Beziehung ihrer Aehnlichkeit annehmen. Denn gesetzt, es 
seien d und d' zwei solche Durchmesser, so sind auch 'die 
Endpunkte derselbsn und folglich auch die Tangenten dieser 
Endpunkte homolog. In ähnlichen Systemen ist aber der Win- 
kel, den zwei Gerade des einen Systems machen, dem Winkel 
gleich, welchen die homologen Geraden des andern Systems 
mit einander machen. Sollen also zwei Durchmesser d und d' 
zweier ähnlichen Kegelschnitte homolog sein, so müssen auch 
die Winkel, welche ihre Endestangenten mit ihnen machen, 
einander gleich sein. Nun stehen aber im Allgemeinen die 
Durchmesser schief auf ihren Endestangenten und nur die Axen 
stehen senkrecht auf denselben, es müssen also jedenfalls die 
Axen zwei homologe Linien sein. Um nun aber auch die 
übrigen Durchmesser von diesem Standpunkte aus beurtheilen 
zu können, betrachte man die Fig. 60, in welcher zu dem Brenn- 
punkt F" die Direktrize ay' gezeichnet ist , die mit der Po- 
laren des Punktes F" zusammenfällt. Dort ist bei der Col- 
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Imeation des Kegelschiiitts mit dem Leitkreis F' die Biehtaiig 
des Durchmessers OG, der G^ad^i DC coUineär, weldie 
durch den Brennpunkt F'' geht und mit ihr auf der Direhtrize 
in einem Punkte / convergirt, zugleich steht aber auch die 
Tangente Gy des Endpunktes C des Ehirehmessers auf Fy 
senkrecht, und es ist der Winkel t^CD der Ergänzung des 
Winkels OyV zu einem Rechten gleich. Soll nun dies^ 
Kegelschnitt ABS einem andern Kegelschnitt K' ähnlich sein, 
so muss nicht nur die Axe ASt dieses Kegelschnitts der Axe 
des Kegelschnitts K' entsprechen, sondern es muss auch der 
Durchmesser OC des Kegelschnitts ABSl demjenigen Durch- 
messer des Kegelschnittes K' entsprechen, der unter einem 
Winkel zur Axe geneigt ist, der so gross ist, als der Winkel 
COA; es muss ferner der Winkel, den die Endestangenten 
dieser Durchmesser mit diesen Durchmessern machen, in bei- 
den Kegelschnitten gleich sein, und folglich müssen auch die 
Winkel einander gleich sein, welchen die Durchmesser mit 
den Geraden, die von den Brennpunkten ausgehen mid ai|f 
den Direktrizen mit ihnen convergiren , und deren einer im 
Kegelschnitt ABSl durch den Winkel Oy'F" dargestellt ist 
Es muss also das Dreieck ÖF"/ in dem Kegelschnitt AB8 
dem entsprechenden Dreieck in dem Kegelschnitt K' ähnlich 
sein. Weil nun aber ohnehin das Dreieck Oa/ des Kegel- 
schnittes AB?[ dem entsprechenden Dreieck des Kegelschnittes 
K' ähnlich ist, so folgt, dass das Verhältniss OF" : Oa in dem 
Kegelschnitt ABSl so gross sein muss, als das Verhältniss der 
entsprechenden Abschnitte des andern Kegelschnittes (§. 51). 
Nun ist aber OF" : OA = OA : Oa oder OF" . Oa = OA} 
folglich wenn man mit Oa^ dividirt 

OF" : Oa = OA"^ : Oa^ 
Es ist aber OA : Oa der Excentricität e des Kegelschnitts gleich 
und folglich OF" : Oa = e*. Sollen also jene Verhältnisse einan- 
der gleich sein, so müssen auch die Quadrate und folglich 
auch die einfachen Excentricitäten der Kegelschnitte gleich sein. 
Es folgt hieraus, dass zwei Kegelschnitte nur ähnlich sein 
können, wenn ihre Excentricitäten gleich sind. Nun kami man 
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natürlieh audi umgekehrt schliessen, dass zwei Kegelschnitte 
ähnlich sind, sobald sie gleiche ExcentricitKt^ haben. Weil 
aber in solchen Kegelschnitten das YerMltniss OF^' : OA eon- 
stant ist und die Punkte und A homologe Punkte ^er ähn- 
lichen Systemß sind, so folgt, dass auch die Brennpunkte ho- 
molog sind. Zwei ähnliche Kegelschnitte befindenj.sich in per- 
spektivischer Lage, sobald ihre Hauptaxen parallel sind, denn 
offenbar sind alsdann auch ihre zweiten Axen, die auf jenen 
senkrecht stehen, parallel, und diese zwei Paare ihrer homo- 
logen Richtungen bestimmen die Lage ihrer Collineationsaxe, 
welche, wegen des Parallelismus derselben, im unendlichen 
Räume liegt. Diese CoUineationsaxe des unendlichen Raumes 
ist eine gemeinschaftliche Sehne der zwei ähnlichen Kegel- 
schnitte, und diese Kegelschnitte haben also noch eine zweite 
Sehne AB (Fig. 77) und zwei Vielstrahlen O und D gleichartiger 
Lage im imendlichen Raum gemeinschaftlich (§. 123). Die Pole 
der gemeinschaftlichen Sehne Wß des unendlichen Raumes sind 
die Mittelpunkte M und M' der zwei Kegelschnitte (§. 107, c). 
Es liegen also diese Mittelpunkte mit den Scheiteln und O 
der gemeinschaftlichen Vielstrahlen in einer Richtung und tren- 
nen dieselben harmonisch (§. 121, a). Weil sodann die Kegel- 
schnitte nur eine Sehne AB im endlichen Raum gemein- 
schaftlich haben, so können sie sich höchstens in zwei reellen 
Punkten schneiden. Auch die gemeinschaftlichen Sehnen AB 
und ätSS werden durch die zwei Polaren rs und r's', welche 
einem der Aehnlichkeitspunkte entsprechen, harmonisch ge- 
trennt (§. 122, a), wfeil aber von diesen vier Richtungen eine, 
nämlich 91®, ganz im unendlichen Raum liegt, so sind sie ein- 
ander parallel, und es muss AB in der Mitte zwischen rs und 
r's' liegen, denn diese vier Richtungen theUen ja jede Trans- 
versale in einer harmonischen Reihe rAr'Sl, und weil Sl im 
unendlichen Raum liegt, so muss A zwischen r und r' in der 
Mitte liegen. 

Hat man drei Kegelschnitte, welche paarweise perspekti- 
visch liegen, so ist die Lage der Centra O und D, Q und 
Q, P und ^ einem. sehr einfachen Gesetz unterworfen. Da 

FtttiluM, neuere, ebene Geometrie. 4*9 
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nämlich diese perspektivischen CoUineationssysteme eine und 
dieselbe Collineationsaxe , nämlich eben die Richtung SS 
des unendlichen Raumes gemeinschaftlich haben, so folgt nach 
§. 49, b, dass die Gentra je zu dreien in einer Richtung lie- 
gen und dass die drei Systeme also vier gemeinschaftliche 
Aehnlichkeitsstrahlen haben. Wenn nun einer dieser Kegel- 
schnitte M'^ die zwei anderen in den Punkten C und C^ berührt, 
so sind diese Punkte die Scheitel ihrer gemeinschaftlichen Viel- 
strahlen (§. 124, a), sie liegen also mit dem Scheitel O des 
gemeinschaftlijchen Vielstrahls der berührten Kegelschnitte in 
einer Richtung. Wenn nun aber die Punkte G und C aaf 
einem Strahl des Vielstrahls O liegen, so sind sie homologe 
Punkte der perspektivischen Collineation der berührten Kegel- 
schnitte M und M'; die Tangenten der Punkte C und C con- 
vergiren also in einem Punkt y der Axe AB. Diese Tangente 
Cy und C*y sind aber auch die gemeinschaftlichen Sehnen zwi- 
schen dem Kegelschnitt M'^ und den Kegelschnitten M und M' 
(§. 124, a). Es convergiren also die drei gemeinschaitlichea 
Sehnen der drei Kegelschnitte in einem Punkt y. Diese Eigen- 
schaft ist nicht blos auf den Fall beschränkt , wo. einer der 
Kegelschnitte die zwei anderen berührt, sondern er hat allge- 
meine Gültigkeit. Um das einzusehen, kann man zuerst einen 
vierten Kegelschnitt Wl*' in's Auge fassen, der den Kegelschnitt 
M auch in dem Punkt C berührt, dagegen aber den Kegel- 
schnitt M' in zwei Punkten E' und F' schneidet. Alsdann 
Sind M', 5K" und M" drei Kegelsclmitte, von welchen M'' die 
zwei anderen M' und 3Ä" berührt. Man hat also den Fall 
vor sich, für welchen man schon erkannt hat, dass die drei 
gemeinschaftlichen Sekanten Cy, Cy' und E'F' in einem Punkt 

r 

y convergiren. Diess ist aber derselbe Punkt, in welchem 
auch AB convergirt. Man schliesst hieraus, dass die gemein- 
schaftlichen Sekanten solcher Kegelschnitte in einem Punkte 
convergiren, wenn nur zwischen einem Paar derselben ein Be- 
rühren Statt findet. Nun kann man endlich auch noch einen 
fünften Kegelschnitt Wl" zeichnen, welcher sowohl den Ke- 
gelschnitt M' in zwei Punkten E^ undF', als. auch den Kegel- 



259 

schnitt M in zwei Punkten 6 und H schneidet. Dann sind 
aher M', M" und m" drei solche Kegelschnitte, zwischen wel- 
chen eine einzige Berührung Statt findet und deren gemein- 
schaftliche Sekanten also in einem Punkt y convergiren. In 
diesem Punkt y cpnvergirt aber auch die gemeinschaftliche 
Sekante AB; man sieht also, wenn drei ähnliche Kegelschnitte 
perspektivisch liegen und sich in ganz beliebigen Punkten 
durchschneiden, dass doch auch ihre drei gemeinschaftlichen 
Sekanten des endlichen Raunjes in einem Punkte convergiren. 
Man wird die Uebereinstimmung dieser Eigenschaften mit 
denjenigen der Kreise nicht übersehen. Diese Uebereinstim- 
mung ist aber keine zufällige. Denn Kreise sind offenbar ähn- 
liche Kegelschnitte, als Kegelschnitte, deren Exceiitricität gleich 
Null ist. Die Kreise haben aber noch das Auszeichnende, 
dass sie immer perspektivisch liegen, weil man jeden ihrer 
Durchmesser als Axe betrachten kann. Und nun ist es klar, 
dass alle Kreise einer Ebene, wie sie auch gegen einander lie- 
gen, an den Eigenschaften Theil nehmen, welche sonst blos 
den ähnlichen und perspektivisch liegenden Kegelschnitten zu- 
kommen. Und man wird jetzt die unter dem Namen der Aehn- 
lichkeit und Potenzialität aufgeführten Eigenschaften recht ver- 
stehen, wenn man bemerkt, dass die Aehnlichkeit nichts Ande- 
res ist, als die perspektivische Gollineation der Kreise für ihre 
unendlich entfernte gemeinschaftliche Sehne und die Potenzia- 
lität nichts Anderes, als die perspektivische Gollineation für 
ihre gemeinschaftliche Sehne des endlichen Raumes. Hiemit 
ist man auf dem Wege der Erforschung der Collineations- 
verhältnisse der Kegelschnitte wieder bei dem besondem Falle 
der Kreise angelangt, dei^ zum Ausgangspunkt gedient hat, 
und damit sind jene allgemeinen Untersuchungen geschlossen. 
Es bleibt jetzt nur noch die Aufgabe, die besonderen Eigen- 
schaften aufzusuchen, durch welche sich die Arten derKegel-* 
schnitte von einander unterscheiden, und diess soll in den drei 
folgenden Büchern geschehen. 



K«hntes Bneh* 

Die Ellipse. 

A« Gestalt der Ellipse im Allgemeinen. 

%, 136. Der Umfang der Ellipse ist eine in sich geschlossene Curre 
^es endlichen Raumes, welche die Ebene, in der sie liegt, in zirä 
Thcile theilt. Die endliche FlSche, -welche sie nmschliesst, ist die Ober- 
flSche der Ellipse, während die unendliche Flftche, von der sie umgebea 
irird, als ausserhalb der Ellipse liegend betrachtet wird. 

Jede Sehne, welche zwei Punkte ihres Umfangs mit einander Te^ 
bindet, li^ mit allen Punkten ihrer Ausdehnung in der EOipsa- 
flftche. Die Ellipse hat also nur Sehnen gleicher Art. 

Die Ellipse geht aus einer solchen Gollineation mit dem 
Kreise hervor, bei welcher die Gegenaxe in dem System des 
Kreises ausserhalb der Flache eben dieses Kreises li^ Ke 
Ellipse hat daher die Gestalt einer ganz im endlichen Baam 
liegenden, in sich selbst zurückkehrenden Gurve (§• 10'*)' 
Diese Gestaltsyerhältnisse sind besonders anschaulich, veni 
man die Gollineation mit ihrem Leitkreis in's Auge fasst Ibn 
weiss aus §. 100, dass jede Ellipse aus solchen Leitkreisen 
entwickelt wird, die zum Mindesten einen inneren Aehnlick* 
keitspunkt haben, zu welchem die Ellipse gehört Sind nuP 
F' und F'' (Fig. 59, a) die zwei Leitkreise und 0' dcrjöiig« 
innere Aehnlichkeitspunkt , zu welchem die Ellipse ABJIS 
gehört , so ist die Ellipse dem Leitkreis 0' für die Poteni- 
Knie ay als Axe und dem Mittelpunkt F' als Gentrum colli- 
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neär, und die Polare a'c', welche dem Punkt O' im Kreis F' 
als Polare entspricht, ist die Gegenaxe der Gollineation im 
System des Kreises F' (§. 87 u. 89). Weil nun die Gcgenaxfe 
als Polare des inneren Punktes 0' ausserhalb des Leitkreises 
liegt, so hat sie mit der homologen, unendlich entfernten Ge- 
raden im Systeme der Ellipse eine gleichartige Lage gegen 
das Centrum 0' und die Axe ay der Gollineation. Die Golli- 
neation der Ellipse mit ihrem Leftkreis ist also durch eine 
einstimmige Lage ihrer homologen Elemente ausgezeichnet 
(§. 47, a). Wenn also ein Punkt C' des Leitkreises auf der 
endlichen Strecke zwischen dem Centrum F' und der Axe ay 
liegt, so muss auch der homologe Punkt C der Ellipse auf eben 
dieser Strecke liegen, wenn ein anderer Punkt auf der über F' 
hinausgehenden rückgängigen Verlängerung einer solchen Strecke 
liegen sollte, so liegt auch der homologe Punkt der Ellipse auf 
derselben, und wie alle Punkte des Kreises im endlichen Raum 
liegen, so liegen auch alle homologen Punkte der Ellipse im 
endlichen Raum und diese ist eine in sich geschlossene Curve 
des endlichen Raumes. 

Die Richtung jedes Gollineationsstrahls , d. i. jeder Halb- 
messer des. Kreises F' bezeichnet auf den collineären Curven 
homologe Punkte G und G', und weil der Kreis nicht von der 
Gegenaxe geschnitten wird, so sind auch alle Punkte der end- 
lichen Strecke eines Kreishalbmessers F'G' den Punkten der 
endlichen Strecke F'G im System der Ellipse homolog. Es ist 
also die endliche Fläche, welche von der Ellipse umschlossen 
wird, der Kreisfläche homolog, und erstere muss also als die 
Oberfläche der Ellipse betrachtet werden. Ebenso sind die 
unendlichen Räume, welche die Ellipse und den Kreis umge- 
ben, homolog, und bilden diejenigen Theile, welche ihre äus- 
seren Punkte enthalten. 

B. Brennpunkte der laiipae. 

§. 137. Die zwei Brennpunkte liegen innerhalb der Ellipse, und 

Bit dieser Lage Mngen noch folgende Eigenthamllchkeiten zusammen» 

a) Die Entfernung der Brennpunkte ist kleiiier als die Hauptaxe. ^ 
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b) Die Excentricitit der Ellipse ist kleiner als Eins. 

g) Die Direktrizen liegen ausserhalb der Ellipse, und das con- 
«tante VerhSltoiss, welches zwischen einem Brennstrahl eines Punkt» 
der Peripherie und seiner Entfernung von der zugehörigen Diiektme 
stattfindet, ist ebenfalls kleiner als Eins. 

d) Die Summe der zwei Brennstrahlen eines Punktes des Ellipsen- 
Umfanges ist der Axe gleich» 

e) Der Kreis ist eine Ellipse, deren Direktrize im unendliclieo 
Baum liegt, und deren Excentricität gleich Null ist. 

Es hat sich im vorausgehenden Abschnitt gezeigt, dass bd 
der Collineation der Ellipse mit ihren Leitkreisen allen inne- 
ren Pimkten eines Leitkreises wieder inneren Punkte der Ellipse 
entsprechen; es ist jeder Brennpunkt zugleich ein Mittelpunkt 
des Leitkreises und das Centrum der Collineation, er vereinigt 
also zwei homologe Punkte der Systeme; daraus folgt, dass 
jeder Brennpunkt, wie er im Leitkreis liegt, auch in derEi- 
lipsenfiäche liegen muss. Es ist also die Entfernung F^^' 
(Fig. 59, a) der zwei Brennpunkte kleiner, als die Axe k% 
auf welcher sie liegen, und die Excentricität F'F" : A?1<1' 

Liegen aber die Brennpunkte in der Ellipse, so liegen di^ 
Direktrizen als die Polaren der Brennpunkte ausserhalb der- 
selben, und das constante Yerhältniss der Entfernungen, in 
welchen ein Punkt des Umfanges von einem Brennpunkt und 
der zugehörigen Direktrize absteht , ist also ebenfdls kleiner 
als Eins (§. 99, a). 

Beschreibt man mit der Axe A% aus einem Brennpnnl^ 
F' (Fig. 60, a) einen Kreis, so ist diess ein solcher Leitkreis 
des Kegelschnitts, dessen zugehöriger zweiter Leitkreis auf en 
nen Punkt F" reducirt ist (§. 97). Da nun aber dieser PunW 
F" bei der EUipse in dem Leitkreis F' liegt (§. 100), so mnss 
auch jeder Kreis, welcher den Kreis F' berührt und durd 
den Punkt F" geht, in dem Leitkreis liegen, und weil der 
Mittelpunkt dieses Berfihrungskreises C mit dem Berühnmgs- 
punkt C und dem Mittelpunkt F" in einer geraden Bichtong 
liegt, so folgt, dass FC+ CC' = FC == A«, und wcU dieser 
BerOhrungskreis zugleich durch den zweiten Brennpunkt r 
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geht, so folgt, dass CC =F"C'. Es ist also auch F'C + 
F<'C'=A?(. 

Weil der Mittelpunkt C dieses Berührungskreises ein Punkt 
auf dem Umfang der Ellipse ist, so folgt, dass die Summe der 
Brennstrahlen, welche an einen Punkt des EUipsenumfanges 
gezogen werden, der Hauptaxe gleich ist. 

Eine besondere Gestalt hat diejenige Ellipse, deren Direk- 
trize im unendlichen Raum liegt. Die Brennpunkte einer sol- 
chen Ellipse fallen mit dem Mittelpunkt zusammen (§. 107, c), 
da der Brennpunkt der Pol der zugehörigen Direktrize ist 
(§. 113, a). Es ist also in einer solchen Ellipse die Excentricität 
F'F" : Aa = : Aa = 0, und das constante Verhältniss der 
Entfernungen, in welchen ein Punkt des Umfangs zu einem 
Brennpunkt xuid der zugehörigen Direktrize steht, lehrt, dass 
in einer solchen Ellipse alle Brennstrahlen einander gleich sind, 
sofern die Brennstrahlen sich hienach verhalten müssen, wie 
die Entfernungen, in welchen ihre Endpunkte von der Direk- 
trize stehen und welche als unendliche Grössen einander gleich 
sind. Die in Rede stehende Ellipse ist also ein Kreis. 

€• Mittelpunkt der Ellipse. 

§. 138. Der MiitelpuDkt der Ellipsie liegt in der Ellipse im end- 
lichen Raum. Diese Lage des Mittelpunktes verleibt den Durchmessern 
folgende Eigenthümlichkeit: 

Die conjugirten Durchmesser einer Ellipse bilden einen involuto* 
rischen Vielstrahl einstimmiger Aufeinanderfolge. Die Axe der Ellipse 
bilden die Normal strahlen dieses Vielstrahls ; Hauptstrahlen existiren nicht. 

Der Mittelpunkt der Ellipse ist dem Aehnlichkeitspunkt O' 
der Leitkreise homolog, und wie dieser in der Fläche der Leit- 
kreise liegt, so liegt auch der Mittelpunkt der Ellipse inner- 
halb derselben. Mit dieser Lage des Mittelpunkts ist eine ein- 
stimmige Aufeinanderfolge der conjugirten Durchmesser yer- 
bunden (§. 111, a und §. 112, d). 

» 

D. Axen der EHipse. 

%. 139. Die zweite Axe der EUipse ist stets kleiner als die Haupt- 
ixe; man heisst daher die letztere die grosse und die erstere die 
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kleine Axe. Die Azen der EHipse aeigen noch folgende bemerkeni- 
weithe BeziehuDgen der Grösse: 

a) Die grosse Axe, die kleine Axe, und die Entfernung der Brenn- 
punkte, haben eine solche GrOsse, dass sie ein rechtwinkliges Dreieck 
mit einander bilden können. Die Entfernung eines Brennpunkts von 
einem Endpunkt der kleinen Axe ist also der halben grossen Axe gleich. 

b) Die halbe kleine Axe ist das geometrische Mittel zwischen den 
zwei Abschnitten, welche ein Brennpunkt auf der grossen Axe bildet 

c) Die halbe kleine Axe ist auch das geometrische Mittel zwischen 
den zwei Senkrechten, welche man von den Brennpunkten auf eine be- 
liebige Tangente der Ellipse fällt. 

d) Der Hauptparameter ist die dritte'Proportionale zur grossen nnd 
kleinen Axe. 

e) Wenn man von einem Ponkt des Umfanges eine Gerade so zieht, 
dasB das Stück, das zwischen diesem Punkt und der Richtung der gros- 
sen Axe liegt, der halben kleinen Axe gleichest, so ist das Stack, 
welches zwischen eben jenem Punkt und der Richtung der kleinen Axe 
liegt, der grossen Axe gleich. 

f) Die Quadratsumme zweier beliebigen coojngirten Durchmesser, 
ist der Quadratsumme der zwei Axen gleich. 

Die kleine Axe ßS5 halbirt die Entfernung der Brenn- 
punkte F'F" (Fig. 78), es sind also die ßrennstrahlen des 
Punktes B der kleinen Axe einander gleich, BF' = BF", da 
aber nach §. 137, d BF' + BF" = ASl, so folgt, dass BF' = 
V2ASI. Die halbe kleine Axe OB, die halbe Entfernung der 
Brennpunkte -und die halbe grosse Axe haben also die Fähig- 
keit, ein rechtwinkliges Dreieck zu bilden, die Ganzen dieser 
Stücke werden also dieselbe Fähigkeit besitzen. 

Construirt man über der grossen Axe A21 als Durchmes- 
ser einen Kreis, zieht durch den Endpunkt B der kleinen Axe 
eine Tangente, welche jenen Kreis in dem Punkte C schneidet 
und errichtet nun in dem Punkte C wieder eine Senkrechte, 
so geht dieselbe durch einen Brennpunkt der Ellipse (§. 131). 
Es ist aber dieser Construktion gemäss OBC'F' ein Kechteck, 
und folglich F'C = OB, Nun weiss man aus der Kreislehre, 
dass F'C das geometrische Mittel zwischen den Abschnitten 
AF' und SIF' ist, es muss also auch die halbe kleine Axe das 
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geometrische Mittel zwischen den Abschnitten sein, welche ein 
Brennpunkt auf der grossen Axe bildet, oder OB^ = AF' . AF''. 

Wenn man aber auch (Fig. 79) eine ganz beliebige Tan- 
gente ED an die Ellipse zieht, und in ihren Schnittpunkten 
E und D mit der Kreisliliie Senkrechte EH und D6 errich- 
tet, so gehen sie durch die Brennpunkte F' und F'^ der El- 
Jipse (§.131). Auch sieht man leicht, dass in dem Rechteck 
ED6H die Gerade F'F'', welche durch den Mittelpunkt des 
Rechtecks geht, gleiche Abschnitte F6 =» EF'' bildet, es 
ist also 
F"E . F'D = F'G • F'D = AF' . HF' = OB« (§. 139, b). 

Diese Formel schliesst eine Erweiterung des vorausgehen- 
den Satzes ein^ Der über der Axe ASl construirte Kreis hat 
für die. Ellipse noch eine ganz besondere Bedeutung, insofern 
er ihr affin ist (§.134, c), und weil unter allen Kegelschnitten 
die Ellipse allein in diesem Verhältniss zum Kreise stehen 
kann. Vermöge dieser Affinität ist in Fig. 78 

F'C : F'C = OB : OB' 
oder weil nach dem Vorausgehenden ¥*C' = OB, und als 
Kreishalbmesser OB' = OA, so folgt F'C : OB = OB : OA. 
Diess zeigt, dass der Parameter die dritte geometrische Pro- 
portionale zur grossen und kleinen Axe ist. 

Eine andere für die Construction der Ellipse wichtige Eigen- 
schaft ergibt sich aus ihrer Afiinität mit dem Kreis , wenn man 
aus einem beliebigen Punkt C (Fig. 80) des Umfanges , die halbe 
kleine Axe so aufträgt, dass der andere Endpunkt D in die Rich- 
tung der grossen Axe fällt Die Richtung dieser Strecke CD 
schneidet die kleine Axe in einem Punkte £. Zieht man nun 
durch C eine Senkrechte Cy auf die grosse Axe, um auch in 
dem Kreis den Punkt C zu finden, der dem Punkt C homo- 
log ist, und zieht man den Halbmesser OC des Kreises, so 
ist nach den Gesetzen der Afiinität 

yC : yC = OB : OB', 
oder weil CD = OB nach Construction, und OB' » OCf 
als Halbmesser eines Kreises, auch 

yC : yC' = CD : CO. 
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Es ist also CD II OC und weil auch CG' [j OB nach Construc- 
tion, so folgt CE = Oü = OA. 

Diese Beweisführung setzt voraus, dass CD = OB auf 
der Seite des Mittelpunktes liege. Nimmt man es aber auf 
der anderen Seite, und bestimmt dadurch die Punkte D' und E', 
so wird man leicht sehen, dass die Dreiecke DCD' und ECE' 
gleichschenklig sind, und dass also auch hier CE' = CE = OA. 

Nimmt man also auf einer Geraden von einem Punkt G 
aus noch zwei den Halbaxen einer Ellipse gleiche Abschnitte 
CE und CD in einer Richtung und bewegt die Gerade so, dass 
die Endpunkte D und E der Differenz dieser Abschnitte stets 
mit zwei unter sich senkrechten Geraden ASl und BS5 in Ver- 
bindung bleiben, so beschreibt der Punkt C eine Ellipse, de- 
ren Axen den Abschnitten CE und CD gleich kommen. Trägt 
man die Abschnitte nach entgegengesetzten Richtungen auf, so 
beschreibt der Punkt C dieselbe Ellipse, wenn die Endpunkte 
D' und E' mit den zwei Senkrechten in Verbindung bleiben. 

Endlich gibt die Affinität der Ellipse mit dem Kreis auch 
einen Aufschluss über die Grösse der conjugirten Durchmesser. 
Sind nämlich C6 und D3) (Fig. 81) zwei conjugirte Durchmesser 
einer Ellipse, über deren Axen ASl und BS3 als Durchmesser 
Kreise* beschrieben sind, so findet man die homologen Durch- 
messer im affinen Kreis ASl , wenn man durch die Endpunkte 
C undD die Collineationsstrahlen zieht, welche auf ASl senkrecht 
stehen und den Kreis ASl in den homologen Punkten C und 
D' schneiden. Die Durchmesser C'6' und D'3>' des Kreises, 
welche den Durchmessern C6 und D2) der Ellipse homolog 
sind, sind wie jene einander conjugirt (§. 120, c), und stehen 
also senkrecht aufeinander (§. 112, c). Die Seiten der Drei- 
ecke OC'c und OD'd stehen also einzeln senkrecht aufeinan- 
der, haben somit beziehlich gleiche Winkel und sind, weil 
OC = OD', congruent. Es ist also Oc = D'd, C'c = Od. 
Nun ist im rechtwinkligen Dreieck OC'c nach dem pythago- 
räischen Lehrsatz Oc« -f C'c« = OC« 

folglich ist auch, wenn man substituirt: 

Oc« + Od« = OA« 
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Ganz auf die gleiche Weise findet man, wenn man in 
dem Kreis, der über BS5 beschrieben ist, die homologen Durch- 
messer construirt, und die CoUineationsstrahlen Cc' und Dd' 
zieht, dass Oc'« + Od'« = OB« 

folglich wenn man diese zwei Gleichungen addirt , und bemerkt 
dass Oc« + Oc'2 = OC«, Od« + Od'« = OD« 

Oc« + OD« = OA« + OB«. 

IS. Oberflaehe der Ellipse. 

§. 140. In Betreff der Flächenräume ist die Ellipse durch folgende 
Merkmale ausgezeichnet. 

a) Die Oberfläche der Ellipse verhält sich zu dem über einer Axe 
als Durchmesser construirten Kreis, wie die conjugirte Axe zu dem 
Durchmesser des Kreises. Iii demselben Verhältnisse stehen auch jeder 
Abschnitt und Ausschnitt der Ellipse zu dem Abschnitt und Ausschnitt 
im Kreis, welcher ihnen vermöge der Afflnität der Curven entspricht. 

b) Auch wenn man über einem beliebigen Durchmesser der Ellipse 
einen. Kreis construirt, so ist das Verhältniss der Oberflächen dieser 
Curven, oder das Verhältniss homologer Stücke derselben, dem Modu- 
lus ihrer Affinität gleich. 

c) Wenn man die Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser mit 
einander verbindet, so entsteht ein Parallelogramm von constanter Grösse. 
Ebenso hat auch ein Parallelogramm, das einer Ellipse umbeschrieben ist, 
eine constante Grösse. 

Die Affinität der Ellipse AB?Ö5 mit einem über einer ih- 
rer Axen als Durchmesser construirten Kreise AB'SISS' (Fig. 85) 
gibt auch ein Mittel für die Berechnung ihrer Oberfläche ; denn 
nach §* 52, c verhält sich 

AB«» : AB'SÜB' = OB : OB' = OB : OA 
das gleiche Verhältniss haben auch die homologen Abschnitte 
und Ausschnitte 

CA6 : CA©' = OB : OA 
06C : 06'C' = OB : OA. ^ 
Den gleichen Dienst leistet auch die Affinität der Ellipse 
mit einem Kreis der über einem beliebigen Durchmesser aa 
constrmrt ist (§. 134, b). Verbindet man hier den Endpunkt 
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b' des Kreisdurcbmessers b^' (Fig. 84), welcher auf aa senkrecht 
steht, mit dem Endpunkt b des Durchmessers b(, welcher in der 
Ellipse dem Dorchmesser aa conjugirt ist, durch eine Gende 
bb', so gibt sie die Sichtung der CoUineationsstrahlen, imd 
wenn diese Richtung die Axe aa in einem Punkt ß schneidet, 
so ist das Verhältniss hß : h'ß der Abschnitte dem Modutos 
der Afiinität gleich. Wenn also cc und c'c' homologe Seh- 
nen sind, so verhalt sich, wenn b^ -^ aa 
abab : abab' = cac : c'ac' = hß : h*ß = b|> : ob' = b|> : oa. 
Ist endlich CD@3) (Fig. 82) ein Parallelogramm, welches die 
Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser verbindet, so ent- 
spricht demselben im affinen Kreis ein Quadrat G'D'6'S)'. Dieses 
Parallelogramm und das Quadrat im Kreis haben daher ebenfalls 
ein constantes Verhältniss, welches dem Modulus der Affinitiit 
gleich ist. Weil nun alle in den Kreis inbeschriebenen Quar 
drate einander gleich sind, so müssen auch die ajBSnen Paral- 
lelogramme, welche zu conjugirten Durchmessern gehorai, 
einander gleich sein. Ebenso scMiesst man auch hinsicht- 
lich der umbeschriebenen Parallelogramme. 



Ellfftes Buch. 

Die Hyperbel. 

A. Gestalt der Hyperbel Im Allgemeinen. 

§. 141. Der Umfang der Hyperbel ist eine Carve, welche aus zwei 
ansser einander liegenden, beiderseits in's Unendliche sich verlaufenden 
Aesten besteht. Die Hyperbelcurve theilt daher die Ebene, in der sie 
liegt, in drei Felder ab: das Feld, das zwischen den zwei getrennten 
Aesten liegt, ist das Süssere Feld, die zwei anderen Felder, Ton wel- 
chen jedes von einem Hyperbelast begrenzt ist, sind die inneren Felder 
der Hyperbel und machen die eigentliche fiyperbelflftche aus. 

Demgemäss gibt es auch zweierlei Sehnen der Hyperbel, innere 
und äussere. Eine innere Sehne verbindet zwei Punkte eines und 
desselben Hyperbelastes, eine äussere Sehne verbindet einen Punkt des 
einen Astes mit einem Punkt des andern Astes. 

Die Hyperbel geht aus einer solchen Collineation mit dem 
Kreis hervor, bei welcher die Gegenaxe in dem System des 
Kreises eben diesen Kreis in zwei Punkten durchschneidet 
Sie selbst hat daher die Gestalt von zwei im endlichen Baum 
ausser einander liegenden und einander gegenüberstehenden 
Aesten, welche nur in zwei Punkten des unendlichen Raumes 
mit einander zusammenhängen (§. 101). Hiedurch gewinnt 
diese Curve eine so eigenthfimliche Gestalt, dass es wünschens- 
werth wird, die Entwicklung der Hyperbel im Einzelnen zu 
verfolgen. Es soll daher der Collineation dieser Curve noch 
eine besondere Betrachtung gewidmet werden, wobei der ein- 
fachste Fall, die perspektivische Collineation mit ihren Leit- 
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kreisen zum Anhaltspunkt dienen kann. Die Hyperbel hat 
aber nach §. 101 solche Leitkreise, die wenigstens einen Aelm- 
lichkeitspunkt haben, der ausserhalb der Fläche derselben lie^ 
Sind nun MASTO und 2(6 die zwei Aeste einer Hyperbel,? 
und F" die zwei Leitkreise, aus denen sie entwickelt wird, und 
gehört sie zum äusseren Aehnlichkeitspunkt O' derselben 
(Fig. 86), der durch die gemeinschaftlichen Tangenten PT" vd 
5ß'$" bestimmt wird, so ist die Hyperbel jedem der Leitkreise 
coUineär: der Mittelpunkt des Leitkreises F' ist das Centram 
für die Collineation mit eben diesem Kreis, die Polare F?' 
des Aehnlichkeitspunktes 0' ist die Gegenaxe ira System des 
Kreises F' (§• 89, f); diese Gegenaxe P'Sß' liegt aber auf der 
Verlängerung der 'Strecke FT'' (wenn der extreme Fall gleich 
grosser Leitkreise ^ausgeschlossen wird), die ColMneationsaxc 
ay , welche zugleich die Potenzlinie der zwei Leitkreise ist, 
liegt zwischen den Punkten F' und F". Es folgt hieraus, das 
die Gegenaxe P'.5ß' ebenso wie ihre unendlich entfernte Gerade 
im System der Hyperbel ausserhalb des Raumes liegt, wel- 
cher sich zwischen dem Centrum F' und der Axe ai ädi 
ausbreitet, und dass also die Collineation durch eine einstiiD- 
mige Aufeinanderfolge ihrer homologen Elemente ausgezeidt- 
net ist (§. 47, a). 

Bei dieser einstimmigen Collineation müssen die Hyperbel- 
äste mit ihren homologen Kreisbögen eine gleichartige tajc 
gegen das Centrum und die Axe der Collineation haben. ^ 
muss also der Hyperbelast MASTO, welcher dem Kreisbögen 
P'A'Sß' homolog ist, wie dieser zwischen dem Centrum F ^ 
der Axe ad liegen, dagegen muss der andere Hyperbelast 98 
welcher dem Kreisbogen P'2l'5ß' homolog ist, auf der entge- 
gengesetzten Seite der Axe ad liegen. Wie nämlich ]^ 
Punkt 6' dieses Kreisbogens ausserhalb des Raumes liegt, der 
zwischen F' und ad sich ausbreitet , so muss auch der ho- 
mologe Punkt 6 im System der Hyperbel ausserhalb &^ 
Raumes liegen, und weil der Punkt 6' jenseits der Gegentfß 
P'5ß' liegt, so muss der homologe Punkt S auf der entgcg«»' 
gesetzten Seite der Collineationsaxe liegen. Man sieht hi^ 
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ans, wie die Hyperbel aus zwei Aesten besteht, die durch diQ 
Gollineationsaxe ad getrennt sind und von denen jeder nach 
zwei Seiten hin in den unendlichen Raum verlauft. , 

In dem Collineationscentrum F' sind zwei homologe Punkte 
der Systeme vereinigt, u^d jeder Collineationsstrahl bezeichnet 
auf den zwei Curven auch zwei homologe Punkte M und M^, 
G und C, und wenn der Punkt M so liegt, dass der Halb- 
messer F'M von der Gegenaxe nicht unmittelbar geschnitten 
wird, so ist er der endlichen Strecke zwischen den homologen 
Punkten F' und M im Systeme der Hyperbel homolog; daraus 
folgt, dass der Kreisabschnitt ^'A%' der Hyperbelfläche ho- 
molog ist, welche von dem Ast MA9(R eingeschlossen wird 
und das Centrum F' enthält. Liegt 'aber ein Punkt @' des 
Kreises auf dem äussern Bogen P'Sl'5ß', so wird der Halbmes- 
ser F'®' von der Gegenaxe durchschnitten, und daraus folgt, 
dass die endliche Strecke F'6' demjenigen Stück derselben 
Sichtung zwischen den homologen Punkten F' und (E im Sy- 
stem der Hyperbel entspricht, welches durch den unendlichen 
Raum geht Ist nämlich g^ der Punkt, in welchem der Halb- 
messer F'6' von der Gegenaxe P'5ß' geschnitten wird, so ent- 
spricht F'g' der unendlichen Verlängerung von F'S, welche 
auf der rechten Seite von der Gegenaxe liegt, und das Stück 
6'fl' entspricht der unendlichen Verlängerung von F'S, wel- 
ches links von der Gegenaxe liegt. Die zwei Hyperbeläste 
begrenzen also zwei unendliche Felder, die keinen Punkt des 
endlichen Raumes mit einander gemein haben und von wel- 
chen der eine dem Kreisabschnitt P'A'Sß' und der andere dem 
Kreisabschnitt P'Sl'5ß' entspricht. Das unendliche Feld, wel- 
ches zwischen den zwei Hyperbelästen liegt, und welches die 
Gegenaxe od einschliesst, ist der unendlichen Fläche homolog, 
welche den Kreis F' umgibt. Zu einem ähnlichen Resultat 
gelangt man, wenn man die Gollineation der Hyperbel mit 
dem andern Leitkreis F" untersucht Hier ist der Hyperbel- 
ast Sie dem Kreisbogen P''?l"^", und der Hyperbelast MASÄ 
dem Kreisbogen P"A"y homolog. 

Bei dieser Gestalt der Hyperbel müssen zweierlei Sehnen 
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unterschieden werden: innere Sehnen, welche wie MSR 
(Fig. 86) zwei Punkte eines und desselben Astes verbinden, 
und äussere Sehnm, welche wie MM (Fig. 87) einen Punkt 
des einen Astes mit einem Punkte des andern Astes verbiih 
den. Jede innere Sehne MSR der Hyperbel (Fig. 86) ist einer 
Sehne M'Wt' des Leitkreises homolog, welche ganz in einein 
durch die Gegenaxe gebildeten Abschnitte liegt, und alle 
Punkte dieser zwei endlichen ^trecken sind einander homolog. 
Jede äussere Sehne M9A der Hyperbel (Fig. 87) entspridit 
einer Sehne M^3R^ im Kreis, welche von der Gegenaxe durdh 
schnitten wird , und es sind zwei solche Strecken nicht un- 
mittelbar homolog, sondern es ist vielmehr die endliche Streeb 
des einen Systems der unendlichen Verlängerung der ent^re- 
chenden Strecke des anderen Systems homolog. 

B. Brennpunkte der HyperbeL ' 

§. 142. Die zwei Brennpunkte liegen in der Hyperbelflfiche, so 
da88 der eine Brennpunkt von dem einen , und der andere von don 
anderen Hyperbelast eingeschlossen wird. Mit dieser Lage dff 
Brennpunkte hängen noch folgende Eigenthümlichkeiten der Hyperl)^ 
zusammen : « 

a) Die Entfernung der Brennpunkte ist grösser als die reelle Axb 

b) Die iBxcentricität der Hyperbel ist grösser als Eins. 

c) Die Direktrizen liegen ausserhalb der Hyperbelfläche und du 
constänteVerhältniss, welches zwischen einem Brennstrahl eines PooUei 
der Peripherie und seiner Entfernung von der zugehörigen Diiektntt 
stattfindet, ist ebenfalls grösser als Eins. 

d) Die Differenz der zwei Brennstrahlen eines Punktes der Byp^ 
belcurve ist der reellen Axe gleich. 

Es ist im vorausgehenden Abschnitt bei der Ausemande^ 
Setzung der Oollineation der Hyperbel mit ihrem Leitkreis g^ 
fanden worden, dass der Brennpunkt F' (Fig. 86), welcher 
zugleich das Collineationsüentrum für den Leitkreis F' ist, b 
der Fläche des Hyperbelastes MA3Ä liege. Ebenso folgte* 
aus der Collineation des anderen Leitkreises F" mit der Hy- 
perbel, dass der Punkt F'' in der Fläche der Hyperbel liegt, 
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welche von dem andern Hyperbelast S(@ eingeschlossen \nrd. 
Während also die Axe A^ ausserhalb der Hyperbel liegt, 
liegen die Brennpunkte in der Hyperbelfläche , und also auf 
der Verlängerung von A%. Es folgt hieraus, dass die Ent- 
fernung der Brennpunkte F'F" grösser ist als die Axe AR, 
und dass also auch die Excentricität der Hyperbel F'F" : ÄS(>> 1. 

Es folgt daraus y dass auch die Direktrize ay (Fig. 60, b), 
als die Polare des Brennpunktes ]f'^ ausserhalb der Hyperbelfläche 
liegt Auch schliesst man hier ähnlich, wie diess bei Gelegen- 
heit der Ellipse geschehen ist, dass das constanteVerhältniss der 
Entfernungen, in welchen ein Punkt der Peripherie zum Brenn- 
punkt und der zugehörigen Direktrize steht, grösser ist als Eins. 

Sind F' und F" (Fig. 60, b) die Brennpunkte der Hyper- 
bel und beschreibt man aus F^ einen Kreis mit einem Halb- 
messer F'A' 5= A?l, so ist diess ein solcher Leitkreis, der 
sich ergibt, wenn der andere Leitkreis auf einen Punkt F" 
reduzirt wird. Da nun aber F'F" >> ASC, so ist auch F'F" 
>> F'A'. Der Punkt F", welcher den zweiten Leitkreis ver- 
tritt, liegt also ausserhalb des Leitkreises F^ Für diesen Fall 
zeigt man auf ähnliche Weise, wie bei der Ellipse (§. 137, d), 
dass die Differenz der Brennstrahlen eines Punktes der Hy- 
perbelcurve der Axe ASt gleich ist. 

C Mittelpiinkt der Hyperbel. 

§. 143. Der Mittelpunkt der Hyperbel liegt ausserhalb der Hyper- 
belfläche, und diese Lage des Mittelpunkts verleiht den Durchmessern 
und Tangenten folgende EigenthOmlichkeiten : 

a) Es gibt dreierlei Arten von Durchmessern : reelle, imaginäre und 
asymptotische. Die reellen Durchmesser verbinden zwei endliche Punkte 
des Hyperbelumfanges mit einander, die imaginären*) liegen ganz 
ausserhalb der Hyperbel und haben keinen Punkt, weder des end- 
lichen noch des unendlichen Raumes, mit der Hyperbel gemein. Jede 



*) Diese altherkömmlichen Benennungen sind bei der neueren Anschauung 
nicht mehr ganz passend. Man würde besser thun, die f rSdikate reell nnd ima- 
ginär mit eigentlich und uneigentlich zu Tertauschen. 

P A u 1 u • , neuere ebene Geometrie. 18 
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Asymptote berfihrt die Hyperbel in doem Punkte, der jedoch da 
unendlichen Räume angeliOrt. Die Hyperbel hat übrigens nur m 
Asymptoten , welche das Feld der reellen Durchmesser gegen das Feld 
der imaginären abgrenzen« 

b) Die conjugirten Durchmesser einer Hyperbel bilden einen iovo- 
lutorischen Vielstrahl entgegengesetzter Aufeinandierfolge. Die Aia 
der Hyperbel bilden die Normalstrahlen, und die Asymptoten die 
Hauptstrahlen dieses involutorischen Vielstrahls. Es wird also jede 
Paar conjugirter Durchmesser durch die Asymptoten harmonisch ge- 
trennt. 

c) Von zwei conjugirten Durchmessern ist immer der eine redl 
und der andere imaginär. Einem reellen Durchmesser sind nurinoeie, 
einem imaginären nur äussere Sehnen conjugirt. 

d) Die Hauptaxe der Hyperbel ist reell, die zweite Axe ist m»§r 
Bär. Die Axen halbiren die Winkel, welche die Asymptoten mit ein- 
ander machen. 

e) Die Tangente, welche einen Hyperbelast berührt, durchsehiiei- 
det die reelle Axe in einem Punkt , der zwischen dem Scheitel diese» 
Astes und dem Mittelpunkt der Hyperbel liegt. 

Der Mittelpunkt O der Hyperbel ist dem Aehnlichkeits- 
punkt 0' der Leitkreise homolog (§. 89, d) , er ist also auch, 
wie dieser , ein äusserer und liegt daher zwischen den zwei 
Hyperbelästen AC und 216 (Fig. 88). Es ist also jeder Durch- 
messer wie C(S eine äussere Sehne der Hyperbel , und ist einer 
solchen Sehne C'(5' des Leitkreises homolog, welche von der 
Gegenaxe P'^' unmittelbar geschnitten wird, es sind alsoia 
Wirklichkeit die beiderseitigen unendlichen Verlängerungen des 
Durchmessers CS, welche in der Hyperbelfläche liegen, der 
entsprechenden Sehne CS' des Leitkreises homolog. Wie es 
nun für einen äusseren Aehnlichkeitspunkt 0' dreierlei Aehn- 
lichkeitsstrahlen gibt, nämlich solche, welche wie 0'/ den 
Leitkreis in zwei reellen Punkten durchschneiden, solche wie 
OJT und O'il', welche ihn in einem reellen Punkt beruk- 
ren, und endlich solche, wie Orf, welche gar keinen reeUen 
Pu|kkt mit dem Kreise gemein haben, so muss es auch drei^* 
lei Hyperbeldurchmesser geben, weil die Durchmesser der 
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Hyperbel diesen Aehnlichkeitsstrahlen homolog sind (§, 89, d). 
Ein Durehmesser ¥rie CS , der die Hyperbel in zwei Punkten 
schneidet, heisst reell, ein solcher wie (M, welcher keinen 
Punkt mit der Hyperbel gemein hat, heisst imaginär,*) und 
zwei Durchmesser 0/7 und Oil^ welche den berührenden Aehn- 
lichkeitsstrahlen 0^/7 und O'iZ^ des Kreises homolog sind, und 
die Hyperbel in den unendlich entfernten Punkten berühren, 
die den Punkten P' und $^ der Gegenaxe homolog sind, heis- 
sen Asymptoten. Es ist jedoch bei der Anschauung , welche 
durch die Collineation geboten ist, zu bemerken, dass die 
zwei Punkte des unendlichen Raumes, nach welchen eine 
unbegrenzte Gerade verläuft, nur als ein einziger betrachtet 
werden; die zwei Hyperbeläste AG und SIS verlaufen also 
so gegen den unendlichen Raum, dass der eine diesseits und 
der andere jenseits mit der unendlichen Verlängerung der 
Richtung P$ der Asymptote zu convergiren scheint Es wird 
übrigens dieser in der unmittelbaren Anschauung doppelte 
Punkt des unendlichen Raumes nur als ein einziger Punkt be* 
trachtet , so dass , obgleich jeder Hyperbelast nach zwei Seiten 
hin in den unendlichen Raum verläuft,* die Hyper;bel doch 
als eine Gurve beträchtet werden muss, die nur mit zwei 
Punkten im unendlichen Räume liegt. 

Die Lage des Hyperbelmittelpunktes ausserhalb der Hy-* 
perbelfläche gestattet noch folgende weitere Folgerungen. Die 
paarweise conjugirten Hyperbeldurchmesser bilden einen 
involutorischen Yielstrahl entgegengesetzter Aufeinanderfolge 
(§. 107, a), welcher zwei Normalstrahlen hat, die mit den 
zwei Axen zusammen fallen, und welcher auch zwei Haupt- 
strahlen hat, die die Hyperbel berühren, und also mit den 
Asymptoten zusammen fallen. Im Uebrigen werden jede 
zwei conjugirten Durchmesser durch die zwei Asymptoten 
harmonisch getrennt (§. 72, c). 



*) Ein solcher Durchmesser ist reell, aber die Punkte, in welchen er die 
Hyperbel schneidet, sind imaginär, der Durchmesser ist also eine uneigent- 
liehe Sekante. 
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ffieraus folgt aber noch weiter, dass, wenn der eine Dureh- 
messer im Feld P0)>' liegt und reell ist, der conjugirte Durch- 
messer in dem Feld POp liegen und imaginär sein muss, und 
dass also die Asymptoten die zwei Felder der reellen und ima- 
ginären Durchmesser gegen einander abgrenzen. Diese Eiges- 
thümlichkeit erstreckt sich auch in gewissem Sinne auf die 
Sehnen, welche den Durchmessern conjugirt sind. Weil näm- 
lich alle Sehnen, welche einem Durchmesser conjugirt sind, 
auch mit den Endtangenten desselben parallel laufen, so wird 
man schliessen, dass die Sehnen,*) welche einem reeUen Durdi- 
messer conjugirt sind , nur in der Hyperbelfläche liegen kön- 
nen, und also innere Sehnen sind, und dass dagegen diejeni- 
gen Sehnen, welche einem imaginären Durchmesser conjn- 
^rt sind, wie der conjugirte Durchmesser, dem sie parallel 
gehen, nur äussere Sehnen sein können. 

Von den zwei Axen ist die Hauptaxe AH, welche in dem 
Feld PO))' des Asymptotenwinkels, liegt, reell; die andere, zweite 
Axe , welche im Feld POp liegt , ist imaginär. Weil nun aber 
die zwei Axen senkrecht auf einander stehen (§. 112, d), und 
zugleich als conjugirte Durchmesser durch die Asymptoten 
harmonisch getrennt werden (§. 143 , b) , so werden sie die 
Winkel POp' und POp , welche durch die Asymptoten gebil- 
det werden, halbiren (§. 72, d). 

Die Collineation der Hyperbel mit ihrem Leitkreis giK 
auch einen Aufschluss fiber die Lage der Tangenten im Ve^ 
hältniss zum Mittelpunkt der Hyperbel. Die Tangenten des 
Leitkreises berühren entweder wie S'S!' den äusseren Bojen 
Pa^' (Fig. 86) , und dann schneiden sie die Centrale in irgend 
einem Punkt 21' zwischen Sl' und O'. Die homologen Tangen- 
ten der Hyperbel ^ welche den entsprechenden Ast ?IS berühren, 
müssen also die Axe A% auch in einem Punkt X schneidai, 
der zwischen den homologen Punkten und 3( liegt Di^ 



*) Unter Sehne wird die endliche Strecke verstanden, die zwisdieD itt 
Pankien lie^, in welchen eine eigentliche Sekante von ihrer Cune geschoitt«* 
v/ird. 
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Tangenten des Leiikreises, welche den innern Bogen P'A'9' 
berühren, begegnen dem Durchmesser A'W in einem Punkte T\ 
welcher auf der Verlängerung der Strecke O'A' liegt; es mOs- 
sen also auch die Tangenten, welche den homologen Ast AC 
berfihren, die Axe der Hyperbel in einem Punkte T schnei* 
den, der zwischen den Punkten O und A liegt. Die Tan« 
gente, welche einen Hyperbelast bertthrt , schneidet also immer 
denjenigen Theil der Axe, welcher zwisdien dem Scheitel 
dieses Astes und dem Mittelpunkt der Hyperbel liegt 

D. Asymptoten der Hyperbel* 

§. 144. Die Lage der Asymptoten einer Hyperbel ist durch fol- 
gende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Die zwei Asymptoten einer Hyperbel sind denjenigen Halb- 
messern eines ihrer Leitkreise parallel, welche nach den Bertlhrungs- 
punkten ihrer gemeinschaftlichen Tangenten gezogen werden. 

b) Wenn man über dem Stück der reellen Axe , welches zwischen 
dem Mittelpunkt der Hyperbel und dem Aehnlichkeitspunkt des Leit* 
kreises liegt, als Durchmesser einen Kreis beschreibt, so gehen die 
Asymptoten durch diejenigen zwei Punkte des Umfanges dieses Krei- 
ses, welche durch die berührenden Aehnlichkeitsstrahlen bezeichnet 
werden. 

c) Wenn die Collineationsaxe zwischen den Leitkreisen und der 
Hyperbel gezeichnet ist, so bezeichnen auf ihr die gemeinschaftlichen 
Tangenten der Leitkreise ebenfalls die Punkte, durch welche die 
Asymptoten gehen ; auch werden diese Punkte auf der Collineationsaxe 
durch den Kreis bestimmt^ welchen man über dem Stücke der Axe be* 
schreibt , das zwischen dem Mittelpunkt der Hyperbel und dem Aehn- 
lichkeitspunkt der Leitkreise liegt. 

d) Die Asymptoten gehen durch die zwei Punkte, in welchen 
sich zwei Kreise schneiden , von welchen *der eine über der reellen 
Axe der Hyperbel und der andere über der halben Entfernung der 
Brennpunkte beschrieben wird. 

e) Die Asymptoten gehen durch die zwei Punkte der Direktrize 
einer Hyperbel, in welcher sie von einer über der reellen Axe als 
Durchmesser beschriebenen Kreislinie geschnitten wird. 

§. 145. Als Hauptstrahlen des involutorischen Vielstrahls der 
conjngirten Durchmesser und als Tangenten , welche die Hyperbel in 
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PanVten des uneodlichen Baumes berahren, kommen den Asymptoteo 
folgende Eigenschaften su: 9 

a) Die zwischen den Asymptoten liegende Strecke einer jedei 
Tangente wird durch ihren Berührungspunkt halbirt. 

b) Auf je4er Sekante der Hypei'bel sind die zwei Abschnitte ein* 
ander gleich, welche zwischen der Curve und ihren A8)'inptoten 
liegen. 

c) In jeder Hyperbel ist die Fläche des Dreiecks, welche von einer 
Tangente und den zwei Asymptoten begrenzt wird, eine coDstaote 
Grösse , und also der Fläche desjenigen Dreiecks gleich , welches m 
den Asymptoten und der Scheiteltangente gebildet wird. 

d) Alle Parallelogramme, welche von den zwei Asymptoten^ 
'biidet werden, und deren viertes Eck auf dem Umfang der HyperW 
liegt, sind einander gleich, und halb so gross als das Produkt aus der 
halben reellen Axe in die halbe Scheiteltangente. 

e) Die Asymptoten werden von jeden zwei Tangenten io solchea 
Punkten geschnitten, deren Verbindungslinien einander parallel M- 

Zur Bestimmung der Lage der Asymptoten bedarf es zweier 
Funkte auf jeder derselben. Da nun die Asymptoten Durch- 
messer sind, so ist einer dieser Pimkte durch den Mittelpunb 
O der Hyperbel gegeben, und man hat nur noch einen zwei- 
ten Punkt auf derselben aufzusuchen. Der Punkt P des ua- 
endlichen Raumes, in welchem die Asymptote die Hyperbel 
berührt, ist dem Punkt P' des Leitkreises homolog (Fig.89)i 
welcher durch den berührenden Aehnlichkeitsstrahl O'Hi^ 
stimmt wird. Es liegt also, jener Berührungspunkt der Asyitt- 
ptote auf dem Collineationsstrahl F'Pl, und wenn man OPII 
F'P' zieht , so geht auch der Durchmesser OP durch jenen 
Berührungspunkt oder OP ist eine Asymptote der Hyperbel 
WeU nun F'P' ± O'P', so ist also auch OH ± O'Ä »er 
Punkt JT, in welchem die Asymptote den AehnlichkeitsstraU 
durchschneidet , wird also durch einen Kreis bestimmt , i^ 
über 00' als Durchmesser construirt wird. 

Es sind aber die Asymptoten Oil und OJI' den Aeto* 
lichkeitsstrahlen O'il und O'il' In dem System des Leübeises 
homolog (§. 89, d), folglich ist die Verbmdungslinie llil'iluf«^ 
Schnittpunkte die CoUineationsaxe dieser Gurven (§. 46, ^j* 
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Es convergiren also die Asymptoten mit d^ Aehnlichkeits- 
strahlen der Leitkreise , mit der Gollineationsaxe zwischen den 
Leitkreisen und der Hyperbel, und mit dem über OO be- 
schriebenen Kreis in einem Punkt , und jedes Paar der drei 
letzteren Stücke reicht hin, um die Punkte JI und Jl^ der 
Asymptoten zu bestimmen. Man bedarf selbst nicht einmal 
den Mittelpimkt der Hyperbel , wenn die Aehnlichkeitsstrahlm 
der Leitkreise gegeben sind, denn die Gollineationsaxe IIIV 
ist die Potenzlinie zwischen den Leitkreisen und liegt als solche 
in der Mitte zwischen P'|J' und P"5ß", und halbirt die Strecken 
P'P" und ^'9" (§. 81, b). Die senkrechten Halbirungslinien 
dieser Strecken faUen also mit den Asymptoten der Hyperbel 
zusammen und bestimmen zugleich auch den Mittelpunkt 0. 

Alle diese Verhältnisse nehmen noch eine einfachere Ge- 
stalt an, wenn einer der Leitkreise aufweinen Punkt reduzirt 
ist In diesem Fall fällt der Aehnlichkeitspunkt 0' mit dem 
Brennpunkt F' zusammen (§. 78, c) , und die Gollineationsaxe 
verwandelt sich in eineDirektrize(§. 97). Weil femer OF'=OF'^ 
(Fig. 90), undOJI || F"P", so ist auch 0/1== V« F"P" = V2 A« 
= OA (§. 97). Ein zweiter über Aa als Durchmesser con- 
struirter Kreis wird also ebenfalls durch die Punkte 17 und 17' 
gehen, in welchen die Asymptoten mit den Aelmlichkeits- 
strahlen der Direktrize in dem über 00' construirten Kreis 
convergiren. Es wird also in diesem Fall jedes Paar der vier 
letzteren Stücke zur Bestimmung der Punkte JI und J7', und 
also auch zur Gonstruction der Asymptoten ausreichen, so dass 
man auf sechs verschiedenen Wegen zu den Asymptoten ge- 
langen kann. 

Die Eigenschaft der Asymptoten, durch jedes Paar con* 
jugirter Durchmesser harmonisch getrennt zu werden (§. 143, b), 
verleiht ihnen eine besondere Eigenschaft, die sie in ihrem 
Verhältniss zu den Sekanten und Tangenten zeigen. Zieht 
man nlbnlich durch den Scheitel G eines reellen Durchmessers 
(Fig. 9S) eine Tangente , so ist sie ihrem Durchmesser C^ con* 
jugurt und dem conju^rten Durchmesser DZ) parallel. Weil 
sie aber durch den harmonischen Vierstrahl, der durch die 
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zwei conjugirten Durchmesser und die Asymptoten gebfldet 
wird, harmonisch geiheilt wird, so folgt, dass das Sffid 
B3t einer solchen Tangente in ihrem Berührungspunkt C Mr 
birt werden muss (§. 31). Derselbe Schluss ist aber auch snf 
jede Sekante N91 anwendbar , welche einem dieser Durchmes- 
ser zugeordnet ist, sie wird von dem conjugirten Durchmesser 
in E halbirt, so dass EN = EST. Es wird aber auch die 
Sehne MSDt, welche die Sekante in der Hyperbel bildet, von 
eben diesem Durchmesser halbirt , so dass auch EM = E9 
(§.112,a). Mithin ist auch EN — EM = ES« — Eü», ii 
MN = ÜÄ91. Dasselbe gilt auch von einer Sekante min, 
welche einem imaginären Durchmesser conjugirt ist; auch hier 
wird man finden, dass mn = mn. 

Nicht weniger bedeutend sind die Eigenschaften, welche 
den Asymptoten insofern zukommen , als sie Tangenten sind, 
deren Berührungspunkte im unendlichen Raum liegen. Als 
Tangenten der Hyperbel werden sie von allen übrigen Ta»- 
genten der Hyperbel in conformen Punktreihen getheilt, ^ 
zwar sind die Berührungspunkte der Asymptoten mit ihrem 
Convergenzpunkt homolog (§. 103, c). Weil aber ihre Bcriili- 
rungspunkte im unendlichen Raum sind, so ist ihr Conver* 
genzpunkt der Gegenpunkt der conformen Punktreihen (§. 1$) 
Daraus folgt aber , dass das Produkt , welches zwischen dem 
Convergenzpunkt und den Schnittpunkten einer Tangente 
liegt, eine constante Grösse hat (§• 19). Sind also R91, TS 
(Fig. 93) zwei Tangenten zwischen den Asymptoten, so ist 
OR . 031 = OT . OX. Die Dreiecke OR» und 0T2;, wel- 
che hiemach einen Winkel gemeinschaftlich haben, und in 
welchen die Produkte deif diesen Winkel einschliessenden Sei- 
ten einander gleich sind , haben also auch gleiche OberflädMSL 
Zieht man von dem Berührungspunkt t einer Tangente di^ 
Geraden tQ || 091, tO || OR, so entsteht ein Parallelogranun 
OQtO, welches mit dem Eck t in der Mitte von TS liegt 
und halb so gross ist als das Dreieck 0T2:. Es werden also 
auch die auf diese Weise construirten Parallelogramme wie die 
Dreiecke, deren Hälfte sie sind, eine constante Grösse hab^. ^ 
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Dreieck, welches die Scheiteltangente bb (Fig. 98) bildet, hat 
den Flächeninhalt A . Ai^ das Parallelogramm OBA®, wel- 
ches zum Scheitelpunkt A gehört, ist also = V2 OA . Ah. 
'Diese Grössen sind am geeignetsten zum Anhaltspunkt für die 
Grösse obiger Dreiecke und Parallelogramme. 

Aus der Gleichung OR . 0» = OT . 02;, folgt auch die 
^oportion OR : OT = OZ : 091 , und diese Proportion zeigt 
ihrerseits, dass die Verbindungslinie R£ || 9tT (§. 26). 

E. Substitute der Hyperbel. 

§. 146. Das Stück der ScheiteltaDgente» welches zwischen den 
Asymptoten liegt, heisst Substitute, weil es hinsichtlich seiner Grösse 
eine ähnliche Bedeutung fflr die Hyperbel hat, wie die kleine Axe für 
die Ellipse, wie diess aus folgenden Sätzen erheUt. 

a) Die reelle Axe der Hyperbel , die Entfernung ihrer Brennpunkte 
und die Substitute haben die Eigenschaft, die Seiten eines rechtwink- 
ligen Dreiecks bilden zu können. 

b) Die Substitute ist das geometrische Mittel zwischen den zwei 
Abschnitten ; welche ein Brennpunkt auf der reellen Axe bildet. 

c) Die Substitute ist das geometrische Mittel zwischen den zwei 
Senkrechten , die von den Brennpunkten aus auf irgend eine Tangente 
der Hyperbel gezogen werden. 

(Das Verhältniss der Substitute zum Hauptparameter ist im folgen- 

* 

den Abschnitt angegeben.) 

Die Tangente hh (Fig. 90) , welche man durch den Schei- 
tel A der reellen Axe zieht, vertritt hinsichtlich ihrer Grösse- 
verhältnisse die Stelle einer zweiten Axe, von deren Grösse, 
weil sie imaginär ist, nicht die Rede sein kann. Nach §. 144, d 
geht die Asymptote OP durch den Punkt /I, in welchem sich 
die zwei Halbkreise schneiden, von denen der eine über der 
reellen Axe A% und der andere über der Entfernung OF' be- 
schrieben wird. Zieht man also die Geraden Oil und O'il, 
so bilden sie ein bei JI rechtwinkliges Dreieck O/IO', in wel- 
chem die Seite 0/7 die Richtung der Asymptote angibt Die 
Scheiteltangente bb ist aber auf der Axe AX senkrecht (§. 112 
a und d), und bildet das rechtwinklige Dreieck OAb. Diese 
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zwei rechtwinkligen Dreiecke OilO' und OAb haben da 
spitzen Winkel bei gemeinschaftlich, es ist als Halbmesser 
eines Kreises die Seite OA « Oi/, folglich sind sie congrneDt, 
und es ist auch 06 = 00'. Die Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks OAJI sind also beziehungsweise der halben reeilen Aie 
(OA), der halben Substitute (Alb) und der halben Entfeinuo; 
der Brennpunkte {Ol = OF') gleich , es wird also auch das- 
jenige Dreieck rechtwinklig sein, welches aus der ganz« 
Axe, der ganzen Substitute und der ganzen Entfernung der 
Brennpunkte construirt wird. 

Weü der Winkel 0/IF als Winkel im Halbkreis einredh 
ter ist, so berührt die Gerade F'/I den Kreis über Aä, uad 
ist daher eine Tangente desselben; daraus folgt, dass P17 
und folglich auch die gleichgrosse halbe Substitute Ab das 
geometrische Mittel ist zwischen den Abschnitten F'A und Fl 

Aber auch wenn man in einem beliebigen Punkt C eine 
Tangente an die Hyperbel zieht (Fig. 91), welche den über 
der reellen Axe construirten Kreis A% in zwei Punkten D 
und E durchschneidet, so weiss man, dass die in D undE 
auf der Tangente errichteten Senkrechten durch die Brenu- 
punkte F' und F" gehen (§. 131). Man sieht leicht, diss 
F"E = F'G, also auch F"E . F'l) = F'G . F'D = F/I* 
Da nun F'/7 nach' dem Vorausgehenden der Substitute g\^ 
ist , so sieht man , dass sie überhaupt das geometrische Mittd 
ist zwischen den zwei Senkrechten, welche man von den 
Brennpunkten aus auf eine beliebige Tangente fällt. 

P. Hyperbelarten. 

§. 147. Hyperbeln sind ähnlich, wenn ihre Asymptoten gleidic 
Winkel mit einander machen. Ihre Gestalt kann daher nach dieso 
Winkeln beurtheilt werden, wobei immer diejenigen Winkel verttiB* 
den sind, deren Feld die reellen Durchmesser einschliesst 

a) Ist der Asymptotenwinkel zweien Rechten gleich, so h«t b» 
den extremen Fall , in welchem die Hyperbel in zwei Gerade üha^ 
welche auf der Axe senkrecht stehen. 

b) Ist der Asymptotenwinkel einem Rechten gleich , so vird f"^ 
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die Sabstitate der reellen Axe gleich, und die Hyperbel heisst gleich- 
seitig. Es haben also andererseits auch alle gleichseitigen Hyperbeln 
einen rechten Asymptoten winkel und sind ähnliche Gurven. 

c) Ist der Asymptotenwinkel gleich Null, so geht die Hyperbel in 
eine gerade Richtung über , welche mit der reellen Axe znsammenföllt. 

d) Zwischen diesen Grenzen liegen die übrigen Hyperbelgestalten, 
welche ungleichseitig genannt werden, und entweder einen stumpfen 
oder spitzen Asymptotenwinkel haben. 

e) Aehnliche Hyperbeln, d. h. Hyperbeln, deren Asymptoten- 
winkel gleich sind , unterscheiden sich nur durch die Grösse ihrer Axe. 
Die Asymptoten selbst bilden die Grenzgestalt für solche ähnliche Hy- 
perbeln, indem sie die extreme Gestalt derselben darstellen, welche 
sich für den Fall ergibt, wo die Axe den Werth erreicht hat. 
Jedes Paar im endlichen Raum convergirender Geraden stellt daher 
diesen extremen Fall der Hyperbelgestalt dar. 

§. 148. Die gleichseitige Hyperbel ist hinsichtlich ihres Durchmes- 
sers noch durch folgende Winkelverhältnisse ausgezeichnet: 

a) Die Winkel zweier conjugirter Durchmesser werden durch die 
Asymptoten halbirt. 

b) Die Winkel, welche zwei beliebige Durchmesser mit einander 
machen, sind denjenigen Winkeln gleich, welche ihre conjugirten 
Durchuiesser mit einander machen. 

c) Wenn man durch die Endpunkte eines Durchmessers Tangen- 
ten und ausserdem noch die zwei Sehnen nach einem beliebigen Punkt 
des Hyperbelumfanges zieht, so ist der Winkel, welchen an dem einen 
Endpunkt die innere Sehne mit der Tangente macht, so gross als der 
Winkel, welchen am andern Endpunkt die äussere Sehne mit dem Durch- 
messer macht. # 

d) "Wenn man über einem beliebigen Durchmesser ein Dreieck be- 
schreibt, dessen Spitze irgendwo auf der Hyperbelcurve liegt, so ist 
die Differenz der Winkel an der Grundlinie * dieses Dreiecks eine con- 
stante Grösse, welche immer dem Winkel gleich kommt, unter welchem 
dem Darchmesser seine Sehnen conjugirt sind. 

e) Ueberhaupt ist die gleichseitige Hyperbel diejenige Curve, 
velche aus zwei gleichen, aber entgegengesetzt liegenden Vielstrah- 
len durch die Convergenzpunkte der homologen Strahlen erzeugt wird, 
und zwar figurirt die Scheitellinie als Darchmesser und die Strahlen 
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welche der Scheitellinie homolog siod, als EndtaDgenten dieses Doich- 
messen. 

§. 149. Id Betreff der der Axe der Hyperbel conjagirteo Sehiei 
ist za erwähnen: 

a) In der gleichseitigen Hyperbel ist die halbe Sehne , welche der 
Axe conJQgirt ist, das geometrische Mittel zwischen den Abschnitten 
der Axe, welche sie bildet. 

b) Der Parameter der gleichseitigen Hyperbel ist der Substitute gleich. 

c) Der Parameter der ungleichseitigen Hyperbel ist die dritte Pro- 
portionale zur reellen Axe nnd Substitute. 

Weil die reelle Axe (a) , die Substitute (b) und die Ent- 
fernung der Brennpunkte (i) ein rechtwinkliges Dreieck zusam- 
mensetzen, und weil in einem solchen Dreieck die Winld 
durch das Veriiältniss zweier Seiten bestimmt sind, so wertes 
auch durch die Excentricität f : a die Winkel dieses Drei- 
ecks^ und folglich auch der Asymptotenwinkel, welcher dem 
doppelten spitzen Winkel zwischen f und a gleich ist, bestiiniDt 
Man schliesst hieraus , dass ähnliche Hyperbeln , d. h. Hyper* 
beln mit gleicher Excentricität, auch gleiche Asymptotenwinkel 
haben, und umgekehrt: dass Hyperbeln mit gleichen Asympto- 
tenwinkeln einander ähnlich sind (§. 135). Ist der Asymptoten- 
winkel ein rechter , so ist der Winkel zwischen a und b ein 
halber rechter, und das Dreieck OAb ist rechtwinklig gleick- 
schenkelig (Fig. 95), folglich OA = Ab, also auch a =*• 
Eine solche Hyperbel heisst gleichseitig und nimmt unter den 
Hyperbeln eine ganz ähnliche Stellung ein, wie der Kreis 
unter den Ellipsen. Diess zeigt sich namentlich , wenn in>n 
die Winkelvcrhältnisse der gleichseitigen Hyperbel naher un- 
tersucht. 

Die allgemeine Eigenschaft, dass jedes Paar conjugirter 
Durchmesser CS und D2) (Fig. 94) von den Asymptoten T^ ^ 
fp harmonisch getrennt werden, nimmt bei der gleichseitigen 
Hyperbel , in welcher die Asymptoten senkrecht auf einander 
stehen, die besondere Form an, dass die Winkel, welche die 
conjugirten Durchmesser mit einander machen, durch die 
Asymptoten halbirt werden (§. 72, d). Demnach ist <POC== 



285 

<CPOD. Ebenso wenn auch MSBl und N91 zwei conjugirte 
Durchmesser sind, so ist auch <C POM = <; POStt. Sub- 
trahirt man diese zwei Gleichungen von einander, so findet 
man <; COM = <C DOSR ^ d. h. der Winkel, den zwei Durch- 
messer mit einander machen, ist dem Winkel ihrer conjugir- 
ten Durchmesser gleich. Zieht man durch M zwei Linien, 
von welchen die eine MT dem Durchmesser MSR und die an- 
dere MS dem Durchmesser CS conjugirt ist , so wird die er- 
stere , MT , die Hyperbel berühren , und mit dem Durchmesser 
N9t parallel sein; die andere MS wird in dem Punkt K von 
dem Durchmesser C6 halbirt werden und dem Durchmesser 
DJ) parallel sein (§. 112, a). Daraus folgt, dass auch < TMS 
= < D091 = < MOC; Zieht man nun noch SWS , so ist 
aftS II OK, weil der Punkt K die Sehne MS und O den Durch- 
messer MS» hälftet. Es ist also auch < M2»S = < MOC. 
Aus diesen Winkelgleichungen folgt, dass auch < TMS = 
<i WDlS. Wenn man also von den Endpunkten M und Wt 
eines Durchmessers nach einem beliebigen Punkt S lies Hy- 
perbelumfanges zwei Sehnen, und ausserdem in M noch eine 
Tangente zieht, so ist der Winkel, den die Tangente MT 
und die Innere Sehne MS mit einander machen, dem Winkel 
gleich , welchen die andere äussere Sehne 9RS mit dem Durch- 
messer M9D{ bildet. Diese Eigenschaft kann noch auf eine 
andere Form gebracht werden, wenn man die Winkel bei M 
und 9)t von einander subtrahirt, denn man erhält <<SM^ — 
Sü»M = < SMa» — SMT == TMS», d. h. wenn man über 
einem Durchmesser MSDt als Grundlinie ein Dreieck beschreibt, 
dessen Spitze S auf dem Hjrperbelumfang liegt, so ist die 
Differenz der Winkel an der Grundlinie eine constante Grosse. 
Diese constante Grösse ist nämlich der Winkel TM3Ä, unter 
welchem dem Durchmesser MSR alle seine Linien conjugirt 
sind. Hätte man den Punkt S auf der andern Seite des Durch- 
messers genommen, so hätte sich nichts geändert, und die 
Differenz der Winkel hätte zum Nebenwinkel des Winkels 
Tum geführt. 

Diese Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel kann noch 



386 

auf eine dritte interessante Form gebracht werden : denn zieht 
man noeh nach anderen Punkten des Hyperbelumfanges , z.B. 
nach dem Punkt R solche Sehnen , so entsteht am Punkt M ein 
Vielstrahl M, TSR, welcher dem entsprechenden YielstnU 
Wl , MSR gleich ist , und gegen ihn in entgegengesetzter Auf- 
einanderfolge der homologen Strahlen projektivisch liegt. Die 
gleichseitige Hyperbelcurve wird also durch die Convergenz- 
punkte der homologen Strahlen zweier solchen Vielstrahlen 
erzeugt. Darin stimmt sie ganz mit dem Kreis überein (§.66) 
und unterscheidet sich von demselben nur dadurch, dass die 
gleichen projektivischen Yielstrahlen eine entgegengesetzte 
Lage haben , während dieselben im Kreise sich in einstimmi- 
ger Lage befinden. 

Für die Endpunkte A und Sl (Fig. 95) der reellen Axe ist die 
Scheitellinie A% der gleichen Yielstrahlen mit dem homologen 
Strahl' Ab, welcher die Hyperbel im Scheitel berührt, senk- 
recht. Zieht man daher nach einem beUebigen Punkt M die 
homologen Strahlen AM und 3(M, und von M aus die Sehne 
MN senki:echt zur Axe , so dass sie in P von der Axe halbirt 
wird, so ist <; MSIA = << MAb , 

und weil MN und Ab, als zur Axe senkrecht, einander paral- 
lel sind < MAb = < AMP, 
folglich auch << M8IA = < AMP. Es sind also die ohne- 
hin rechtwinkligen Dreiecke SIPM und APM ähnlich, folgM 

21P : MP = MP : AP. 

Es ist also auch in der gleichseitigen Hyperbel, vne'm 
Kreise die halbe Sehne, welche der Axe zugeordnet ist, das 
geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der Axe. Geht 
diese Sehne durch den Brennpunkt der gleichseitigen Hype^ 
bei , so ist sie der Hauptparameter. Und weU auch der Brenn* 
punkt solche Abschnitte auf der Axe bUdet , zu welcher die 
Substitute das geometrische Mittel ist , so folgt , dass der P&* 
rameter der gleichseitigen Hyperbel der Substitute gleich '^ 

Auch in der ungleichseitigen Hyperbel existirt für denPa^ 
rameter ein sehr einfacher Ausdruck. Um denselben aufzufinden, 
beschreibe man über der reellen Axe X% (Fig. 96) der ungleich- 
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seitigen Hyperbel MAiDt noch eine gleichseitige Hyperbel M'A3R^, 
so sind die zwei Hyperbeln affin (§. 134,c), und die Asympto- 
ten Ob und Ob^ sind homologe Linien dieser affinen Systeme. 
Construirt man also die gemeinschaftliche Scheiteltangente, 
welche die ungleichseitige Hyperbel in dem Punkte b und die 
gleichseitige in dem Punkte b' schneidet, und errichtet im 
Brennpunkt F' der ungleichseitigen Hyperbel eine Senkrechte, 
welche die ungleichseitige Hyperbel in dem Punkte N und 
die gleichseitige in dem Punkte N' schneidet, so folgt, aus 
den Gesetzen der Affinität (§. 134, c) , dass 

F'N : F'N' = Ab : Ab' (1). 

Weil aber F' der Brennpunkt der ungleichseitigen Hyper- 
bel ist , so folgt aus (§. 146, b) , dass 

Ab^ = F'A . F'a (2), 
und weil F'N' die der Axe conjugirte halbe Sehne der gleich- 
seitigen Hyperbel ist , so folgt aus §. 149, a 

F'N'^ = F'A . F'?l (3), 
aus den Gleichungen 2 und 3 folgt, dass Ab = F'N', und 
aus §. 149, b, dass Ab' = OA, und wenn man diese Werthe in 
(1) substituirt, so erhält man 

F'N : Ab = Ab : AO. 

Es ist also der halbe Parameter der ungleichseitigen Hy- 
perbel die dritte geometrische Proportionale zur halben reellen 
Axe und zur halben Substitute. 
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Die Parabel 

A« Oestalt der Parabel im AllgemcAnen. 

§. 150. Die Parabel ist eine Curve, welche im endlichen Baum 
als nicht geschlossen erscheint, sondern nach zwei Seiten hin in den 
unendlichen Raum verläuft Sie theilt die Ebene, in der sie liegt, in 
zwei Felder ab, von welchen dasjenige, welches eine convexe Ge- 
stalt hat; die eigentliche Oberfläche der Parabel ist. . 

Alle Sehnen liegen in der Parabelfläche. 

Die Parabel geht aus einer solchen Collineation mit dem 
Kreise hervor, bei welcher die Gegenaxe in dem System dieses 
Kreises eben diesen Kreis in einem Punkte berührt. Sie hat daher 
die Gestalt einer nicht geschlossenen Curve , welche nach zwei 
Seiten hin in dem unendlichen Räume verläuft (§. 102). Ihre 
<7estalt kann namentlich aus der perspektivischen Collineation, 
in welcher sie zu ihrem Leitkreise steht, deutlich erkannt wer- 
den. Die Parabel entwickelt sich übrigens aus zwei Leitkrei- 
sen, von welchen einer unendlich gross ist, und im endlichen 
Raum in Form einer Geraden A"C" erscheint (§. 102). Diese 
Collineation ist für den äusseren Aehnlichkeitspunkt von ein- 
stimmiger Aufeinanderfolge der homologen Elemente, und zu- 
dem noch durch folgende Merkmale ausgezeichnet: 

a) Der Aehnlichkeitspunkt 0' (Fig. 59 ,' c) liegt auf der 
Peripherie des endlichen Leitkreises in demjenigen Punkt, wel- 
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eher durch den Ikurchmesser bestiiiunt wird, der zurGeiadea 
A'^C senkrecht steht, die den andern Leitkreis ersetet. 

b) Die Polare O^c' dieses Punktes OV welche den end<* 
liehen Leitkreis in 0' berührt, ist die Gegenaxe im System 
dieses Kreises und entspricht derjenigen Tangente^ der Para«* 
bei, welche sie in einem Punkt des unendlichen Baumes berührt 

c) Die CoUineationsaxe , welche mit der Potenzlinie der 
zwei Leitkreise zusammen fallt, fallt zugleich auch mit dar 
Geraden hf'O*^ welche den unendlich grossen Leitkreis er» 
setzt, zusammen (§.83,d). 

Weil der Mittelpunkt F^ des endlichen Leitkreises zugleich 
das Gentrum der Collineation ist , so bestimmt jede Richtung 
eines Halbmessers dieses Kreises zwei homologe Punkte G und 
C der zwei Curven , und weil die Gegenaxe keinen der Halb- 
messer des endlichen Leitkreises schneidet, so entsprechen sich 
die endlichen Strecken F'C und F'C' unmittelbar. Und wie 
jede Sehne C'S' (Fig. 61, c) des Leitkreises, welche nicht durch 
0' geht, die Gegenaxe erst bei ihrer Verlängerung in einem 
Punkte c * trifft , so entspricht ihr auch in der Parabel nur 
wieder eine endliche Sehne C(S, welche in der Parabelflache 
liegt. Wenn man also zwei Punkte des Parabelumfanges ver** 
bindet , - so fällt die endliche Verbindungslinie derselben ganz 
in die Paräbelfläche , und ist eine innere Sehne. Daraus folgt 
aber, dass die Parabelfläche derjenige Theil der Ebene ist, 
welcher eine convexe Gestalt hat und den Mittelpunkt F' des 
Leitkreises, d. L den Brennpunkt , einschliesst 

B« Brennpunkt der Parabel. 

§. 151. Nnr ein Brennpunkt der Parabel liegt im unendllchea 
Baum in der Flache der Parabel, die Entfernung der zwei Brennpunkte 
und die Axe der Parabel sind unendlich gross. Hiermit hängea nocli 
folgende Eigenthümlichkeiten der Parabel zusammen: 

a) Die Excentricitfit der Parabel ist gleich Eins. AUe Farabeln 
sind also Ahnliche Curven, 

b) Die Direktrize liegt ausserhalb der Parabel, und jeder Punkt 

FauluRy neuere, eben« Geometri«. 19 



99a 

auf dem ürofiu)g der letztem steht ebenso veit ▼om Brennpunkt alt 
von der Dlrdrtriie ak 

t) Die Endtangenten jedes Parameters stehen senkrecht anfeiiiaii* 
der nnd convei^ren in eiliem Punkte der Direktrize, und zwar in dem* 
Jenigea, der senkrecht tlher dem Erennpunkte des Parameters liegt 

Umgekehrt: wenn die Schenkel eines rechten Winkels eine Part- 
bel bertihren, sa liegt dessen Scheitel: auf der Direktrize und dessen 
Beitthrongssehne geht durch den Brennpankt. 

Im vorigen Abschnitt hat sich gezeigt, dass der Mittel* 
pmikt des endlichen Leitkreises , oder ein Brennpunkt der Pa- 
rabel im endlichen Baum der Parabelfläche liegt Der andere 
Brennpunkt F'^, der durch den Mittelpunkt des unendlich gros- 
sen Leitkreises bestimmt wird, liegt im unendlichen Sanm. 
Ebenso liegt aber auch derjenige Scheitel der Parabel, welcher 
dem Endpunkt %' (Fig. 59, c) des Durchmessers des Leitkreises 
entspricht, der mit dem Aehnlichkeitspunkt 0' zusammenfallt, in 
dem unendlichen Raum, es ist also die Entfernung der Bremi- 
punkte sowie die Axe der Parabel unendlich gross. Die Excen- 
tricitat der Parabel ist also gleich Eins, und alle Parabeln sind 
als Curven mit gleicher Excentricität einander ännlich (§. 135). 

Die Direktrize O^ der Parabel (Fig. 60, c) liegt als die 
Polare des Brennpunkts ausserhalb der Parabel ; und wenn CC 
den Abstand eines Punktes des Umfanges vorstellt, so folgt 
aus dem Vorausgehenden , dass CF' : CC ^ 1 , oder CF' = 
CG'. Ist C6 irgend ein Parameter der Parabel, so convergi- 
ren die zwei Endtangenten dieser Sehne in einem Punkt / 
der Direktrize C'€' (§. 113, b) und bilden mit der Geraden yF', 
welche nach dem zugehörigen Brennpunkt gezogen wird, und 
mit der Direktrize C'& selbst einen harmonischen Yierstrahi y 
^§. 113, c). Wen nun aber die Direktrize C'& zugleich mit 
der Kreislinie des unendlich grossen Leitkreises zusammen fallt 
und die Tangente des Punktes y in diesem Fall ebenfalls diese 
Richtung hat, so istF'}^C'C einDaÜoid, xindCy halbirt den 
Winkel F'yC desselben, und ebenso halbirt y6 den Winkel 
FV^' (§• S^i a)* ^s ^^h^ hieraus^ dass die Strahlen Cy nnd 
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S^ des harmonisehen Vi^nstraUs y senkrecht auf einander ste* 
hen (§. 72, d). 

C. mittelpunkt der ParalieL 

§. 152. Der Mittelpunkt der Parabel liegt im unendlichen Raum. 
Diese Eigenscbaft verleiht der Parabel noch folgende Eigenthttmlich* 
keiten : 

a) Alle Darchmesser der Parabel sind einander parallel und ste* 
hen auf der Direktrize senkrecht. 

b) Keinem Durchmesser der Parabel ist ein Durchmesser des end- 
lichen Raumes zugeordnet. . 

c) Dasjenige Stflck eines Parabeldurchmessers, welches von einer 
coiyugirten Sehne und ihrem Pol begrenzt ist, wird durch die Parabel- 
curve halbirt. 

d) Der einem Durchmesser conjugirte ^ Parameter ist viermal so 
gross als der Abschnitt des Durchmessers, den er begrenzt. 

Der Aehnlichkeitspunkt 0' (Fig. 59, c) des Leitkreises und 
der Geraden A"C", welche den zweiten unendlich grossen Leit- 
kreis ersetzt, liegt auf der GegenaxeO'c'; der Mittelpunkt der 
Parabel, welcher diesem Punkte 0' homolog , ist (§. 89, d), 
liegt also im unendlichen Raum. Es folgt daraus, dass in der 
Parabel alle Durchmesser des endlichen, Raumes mit einander 
parallel laufen. In der That, wie jeder Aehnüchkeitsstrahl O'C'^ 
nur der Tangente 0'c% d. i. der Gegenaxe conjugirt ist, so 
erscheint nur der Durchmesser C6", welcher mit O'C homo- 
log ist , im unendlichen Raum , dagegen entspricht dem Aehn- 
lichkeitsstrahl O'c^ ein Durchmesser des unendliches Raumes, 
der dem Durchmesser 06" conjugirt ist. 

Die unendliche Länge der Parabeldurchmesser verleiht den 
c^onjugirten Sehnen eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Ist näm- 
[ich T der Pol einer Sehne (Fig. 100), und PT die Richtung 
des der Sehne conjughrten Durchmessers, so werden die Punkte 
P und T dieses Durchmessers durch den Endpunkt C dessel- 
ben im endlichen Raum und den andern Endpunkt @ im un- 
mdlicben Raum harmoi\isch getheilt (§. 106), es liegt also der 
Punkt C in der Bütte zwischen P und T (§. 7). 
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Geht nun eine Sehne C(S durch den Brennpunkt F der 
Parabel (Fig. 102), so liegt der Pol f derselben auf der Direk- 
trize (§. 151, c) und es ist (^6 ein rechtwinkliges Dreieck , ein 
fiber 06 beschriebBier Kreis geht also auch durch den Punkt 
y^ der Mittelpunkt E dieses Kreises bezeichnet die Spur des der 
Sehne zugeordneten Durchmessers der Parabel, es ist also C6 
= 2 Ey, auch wird diese Strecke Ey durch die Parabel in 
D halbirt (§. 152, c), also ist Ey=^ 2ED und folgUch C6 = 
4 ED. 

D. Axe der ParabeL 

§. 153. Mit dem Parallelismus, welcher zwischen der Axe und 
den anderen Durchmessern der Parabel stattfindet, hängen folgende £i- 
genthümUchkeiten der Parabel zusammen: 

a) Die Parabel hat nur eine Axe im endlichen Raum; die zweite 
Axe liegt im unendlichen Baum. 

b) Der Scheitel der Parabel liegt in der Mitte zwischen dem Brenn- 
punkt und der Direktrize. 

c) Wenn man zu einem Punkt des Parabel umfangen den Brennstnbl 
die Tangente und Normale zieht, so sind die zwei Abschnitte der Axe, 
welche zwischen diesen Linien liegen, unter sich und dem BrennstnU 
gleich. 

d) Die Subnormale eines Punktes des Parabelnmfanges ist eine 
constante GrOsse und dem halben Parameter gleich. 

e) Jede der Axe conjugirte Sehne ist das geometrische Mittel zwi- 
schen dem Parameter und dem Abschnitt, den sie auf der Axe b^grenxL 

Man wird bemerken, dass die Sätze a und b besondere 
Fälle von §. 152, b und §. 151, b sind. 

Ist CF (Fig. 99) der BrennstraU, CT die Tangente, CN 
die Normale eines Punktes C der Parabelcurve, und zieht man 
CC" senkrecht auf die Direktrize A"C'', so ist die Gerade CC" 
auch die Richtung eines Durchmessers und die eines Brenn- 
Strahls des unendlich entfernten Brennpunktes. Die Tangente 
CT halbirt also den Winkel FCC der zwei Brennstrahlen 
(§. 89, b) folgUch, < TCC" = < TCF 

wegen des Parallelismus der Durchmesser ist aber auch 
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TCC" = <CTF, 
folgBch auch < TCF = < CTF und FC = FT. 

Ein aus F mit FC beschriebener Kreis geht also durch T und 
bestimmt auch den Punkt N der Axe, durch welchen die Nor« 
male CN geht, daher ist auch FN = FG. Zieht man nun auch 
noch die der Axe conjugirte Sehne C@ (Fig. 103) und bestimmt 
dadurch die Subnormale PN, so sieht man, dass PA'' = CC, 
und weU CG" = FG= FN; so! ist also PA"=:FN und also 
auch FA'' = PN. Es ist aber FA" = 2 FA, also halb so gross 
als der Parameter; diese Grösse kommt also auch (§. 152, d) der 
Subnormale zu. Weil nun A NGT bei G rechtwinklig ist und GP 
auf NT senkrecht steht, so ist nach einem bekannten Satze der 
Elementargeometrie PG« = PT . PN. Nun ist aber PT = 2 PA 
(§. 152, c), PN = V2 • p? wenn p den Parameter bezeichnet, folg- 
lich auch PG^ = PA • p , oder die halbe der Axe zugeordnete 
Sehne ist das geometrische Mittel zwischen dem Parameter und 
dem Stück, das sie auf der Axe begrenzt 

E. Tangenten der Parabeh 

§. 154. Die Parabel hat keine parallelen Tangenten im endlichen 
Baum, auch keine Asymptoten, die Tangente, welche sie in dem Punkt 
des unendlichen Raumes berührt, liegt selbst ihrer ganzen Ausdehnung 
nach im unendlichen Raum. Diese Eigenschaft verleiht auch den Tan* 
genten des endlichen Raomes noch folgende Eigenthümllchkeiten: 

a) Jede zwei Tangenten der Parabel werden durch alle übrigen 
Tangenten proportional getheilt, und zwar verhalten sich zwei beliebige 
homologe Abschnitte derselben wie die Stücke der zwei gegebenen 
Tangenten , welche zwischen dem Convergenzpunkt und den Berührungs* 
punkten liegen. 

b) Zwei (Tangenten, welche in einem Punkte der Axe convergi-» 
ten» werden durch die übrigen Tangenten uniform gethe|lt. Zwei homo^ 
löge Abschnitte derselben sind gleich. 

c) Wenn zwei Parabeltangenten in einem Punkt der Axe convei^ 
giren, so schneidet jede dritte Tangente, welche zwischen dem Cour 
veigenzpunkt der ersteren und der Parabel liegt, zwei Stücke ab, dereii 
Summe constant ist, und jede dritte Tangente, welche nicht zwischen 
dem Ck>nve]|;enzpunkt der gegebenen Tangenten und der Parabel liegt» 
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schneidet solche Stflcke ab, deren Didierens constant ist In beiden 
Fällen ist diese eonstante Grösse gleich doigeiiigen Stflck einer der ge> 
gebenen Tangenten, welches zwischen ihrem Gonvergenzpixnkt und ihrem 
Berfihrungspunkt liegt 

d) Wenn man um das Dreieck , das von drei Parabeltangenten ge- 
bildet wird, einen Kreis beschreibt, so geht er darch den Brennpunkt 
der Parabel. 

Die Tangente, welche die Parabel in demjenigen Punkt 
ihrer Curve berührt, der im unendlichen Raum liegt, ist der 
Gegenaxe O'c' im System des Leitkreises homolog und liegt 
folglich ganz im unendlichen Raum (Fig. 59, c). Nun wird aber 
jedes Paar Tangenten eines Kegelschnittes von den übrigen 
Tangenten conform getheilt (§. 103, c). Es sind somit auch 
die Punkte der Parabeltangenten homolog, welche durch die 
Tangente des unendlichen Raumes auf ihnen bezeichnet we^ 
den, damit geht aber die conforme Theilung, welche die Pa- 
rabeltangenten erfahren, in eine proportionale über (§. 18, a). 
Nun ist nach §. 103, c der Berührungspunkt einer Tangente 
dem Punkt einer zweiten Tangente homolog, in welchem sie mit 
der ersten convergirt, es sind also gerade diejenigen Abschnitte 
zweier Parabeltangenten homolog, welche zwischen ihren Be- 
rührungspunkten und ihrem Convergenzpunkt liegen, und das 
Yerhältniss dieser Abschnitte gibt somit das eonstante VerhaK- 
niss an, welches zwischen den homologen Abschnitten herrseht, 
in welche sie durch alle übrigen Tangenten getheilt werden. 

In dem besondem Fall nun, dass zwei Parabeltangentea 
in einem Punkte y der Axe convergiren (Fig. 101), bilden sie 
mit der Berührungssehne CS ein gleichschenkliges DreiecL 
Penn die Berührungssehne C6 ist der Axe zugeordnet, steht 
diso auf ihr senkrecht und wird durch dieselbe halbirt, also 
Cff = ^y. Die proportionale Theilung geht also in diesem be* 
Bonderen Fall in eine uniforme über (§. 18, b). Zieht man 
also noch eine dritte Tangente DD', so wird auch CD === /ly, 
folglich ist Dy + CD = Dy + D'y, vorausgesetzt, dass die Tan- 
gente DD' zwischen der Parabel CA@ und dem Punkt y hin- 
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durch geht, und wow m dieses oiclU tbut, so findet man 
leicht, dass die Sumne sich in eine Differenz verwandelt ' 
Das Stack einer beweglichen Pacabeltangente DD' (F|g« 106), 
das zwischen zwei festen Tangenten Cy imd (&y liegt, wird vom 
Brennpunkt F aus unter einem constantea Winkel DFD' ge«- 
sehen (§. 132, b). Die Tangente des unendlichen Baumes schneir 
det die Tangente yC in einem Punkt , der in der Richtung Ton 
y nach G unendlich weit entfernt liegt, die andere Tangente 
y^ schneidet sie in einem Punkt, der in der Richtung von ü 
nach y unendlich weit entfernt ist. Zieht man ^Iso FM || yC 
und FN II (Sy, so ist <MFN = DFD'; es ist aber m Fo^e 
des Parallelismus obiger Linien auch <C MFN = Cy^^ also 
auch <C! DFD' = < DySl. Man kann folglich um das Vier- 
eck FDyD', das durch die drei Schnittpunkte dreier Parabei*- 
tangenten und durch den Brennpunkt bestimmt wird, stets ein 
Dreieck beschreiben, und umgekehrt, wird eine Ereislfaüe, die 
durch' die drei ersten Punkte geht, auch durch den vierten 
gehen. 

F« OberflSehe der Parabel. 

§. 155. Der Inhalt eines Parabelabsckniltes betrügt ^wei Drittel 
von dem Dreieck, das durch die Sehne des Abschnittes Bnd durch die 
£ndtaDgenten dieser Sehne begrenzt 'wird. 

Ueberhaupt ist das inbeschriebene Vieleck doppelt so gross ^ als 
das umbeschriebene Vielseit, dessen Seiten die Parabel in den Eck- 
punkten des inbeschriebenen Vielecks berflhren. 

Beschreibt man über einer beliebigen Sehne AE (Fig. 104) 
ein Dreieck AEC so in die Parabel, dass die Spitze C dessel- 
ben auf den Scheitel C des der Sehne zugeordneten Durch- 
messers fallt, und zieht in den Punkten 'A, E, C Tangenten an 
die Parabel, welche das umbeschriebene Dreieck aec bestim- 
men, so wird auch der Convergenzpunkt c der Tangenten der 
Punkte A und E auf der Richtung des Durchmessers MC lie- 
gen, und es wird MC = V2 Mc sein (§. 152, c). Weil über- 
diess auch ae || AE , so findet man leicht, dass 2 A aec = 
A AEC. 
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Constniirt man ebenso den Scheitel B des Dnrcbmesse», 
der der Sehne AG conjugirt ist, nnd zieht in dem Punkt B 
die Tangente yd^ so ist aus dem gleichen Grund AABG — 
2 A y de; folglich auch Viereck ABCE = Viereck acyd. Aof 
diesem Wege fortfahrend, wird man Oberhaupt bemerken, dass, 
wenn auch die Eckenzahl des inbeschriebenen Vielecks vid 
grSsser wird, doch dasselbe stets doppelt so gross bleibt, als 
das umbeschriebene Vielseit. Da somit dieses Verhältniss zwi- 
schen dem in- und umbeschriebenen Vieleck von der Seiten- 
Anzahl unaUiängig ist , so ist man zu dem Schluss berechtigt, 
dass überhaupt der Parabelabschnitt ABCDE der doppelten FBr 
che ABCDE y gleich ist, und dass also ABCD E = ^3 A AEc 
Bei der vorausgehenden Dedulction ist die Lage der 
Ecken des inbeschriebenen Vielecks nicht beliebig, senden 
es sind vielmehr mit der Sehne AE alle fibrigen Ecken gege- 
ben. Allein dass auch bei einer beliebigen Lage der Ecken 
des umbeschriebenen Vielecks der angeführte Satz noch 63- 
tigkeit hat, ist jetzt leicht einzusehen. Denn ist ABC m 
ganz beliebiges inbeschriebenes Dreieck, und aßy das ent- 
sprechende umbeschriebene Dreieck, so schliesst man jetzt 

Abschnitt ABMN = 2 . AMNBy 

Abschnitt ACM = 2 . AMC/? 

Abschnitt CBN = 2 . BNCa 
folglich wenn man die zwei letzteren Gleichungen von i& 
ersten subtrahirt, auch A ABC = 2 A fxßy. 
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AnfgabensammluDg. 



L Harmonlselie Thellung, 

1) Eine gegebene Strecke JJ' in einem gegebenen Verhältniss m : H 
harmonisch zu theilen. 

2) Za dem Punkt der Reihe AOC den zugeordneten Punkt der 
harmonischen Theilung zu finden. 

3) Za dem Strahl OG des Vielstrahls 0, AGB den zugeordneten 
harmonischen Strahl zu finden« 

4) Von einem harmonischen Vierstrahl sind ein Strahl aß und drei 
nicht in einer Richtung liegende Punkte A, B, A^ gegeben, dutch 
welche die anderen Strahlen gehen sollen; man soll den Scheitel des- 
selben finden. 

5) Von einer harmonischen Punktreihe sind ein Punkt und drei 
Bichtungen AB, AE und BE, welche nicht in einem Punkt convergi- 
ren und auf welchen die drei übrigen Punkte liegen sollen, gegeben;^ 
man soll die Richtung der harmonischen Reihe finden. 



Die Theilung einer gegebenen Strecke JJ^ in einem gegebenen 
l^erhftltDiss m : n ist eine Aufgabe , die in die Elemente der Geometrie 
^ehOit. Ain einfiichsten wird sie durch zwei Parallelen gelQst, die 
man dorch die Punkte J und J' zieht, wenn man auf denselben JA =mi 
I^A^ = n und J'S' = n nimmt, und die Punkte A' und fSf mit A* 
rerbindet. Die Schnittpunkte dieser Verbindungslinien mit der Rich- 
ttng JJ' gentigen der Angabe. Die Aufgabe 2 wird durch die Eigen- 
leham (8* 41,d) des Vierecks auf linearem Wege geldst, indem man ein 
iHereck seichnet, das in A und G zwei Eckpunkte und eine durch O 
lebende Diagonale hat ; die Aufgabe 3 wird auf 2 zurflck geführt, oder 
nan seichnet (Fig. 9) ein Parallelogramm OABG, das AO und CG la 
feiten ond OB zur Diagonalen hat, und lieht OD H AG (g. 31). 
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In Aufgabe 4 bezeichnet die Richtang AB (Fig. 30) eine TFansvc^ 
Aale des harmoDlscfien Vierstrahls, deren Schnittpunkt f mit aß be- 
kannt ist; der vierte harmonische Punkt C, der zu den Punkten i, 
B und f nach Aufgabe 2 gefunden werden kann, bestimmt mit dem 
Punkt A' die Richtung A'C eines zweiten Strahls und den Scheitel ß des 
gesuchten Vielstrahls. Je nachdem der Punkt C dem einen oder dem 
andern der Punkte ^ , A, B zugeordnet ist, gelangt man zu einer an- 
dern Auflösung. 

In Aufgabe 5 zieht man OA, so bilden die Richtungen AO, AE 
und AB einen Dreistrahl, zu welchem man nach Aufgabe 4 den vier- 
ten harmonischen Strahl AO^ finden kann, der auf der dritten gegebe- 
nen Richtung £B einen zweiten Punkt C der gesuchten Panktreihe und 
die Richtung OC derselben bestinmit. Auch diese Aufgabe hat mehrere 
Auflösungen. 

> 

II* Conforme Punktreihen* 

6) Es sind auf den Richtungen MN und M'N' zweier perspektivi- 
schen, conformen Punktreihen A, A', B, B' zwei Paare homologer 
Punkte gegeben; man soll 

a) zu einem dritten Punkt G auf MN den homologen Punkt auf 
M'N' finden; 

b) die Gegenpunkte der Reihen suchen. 

7) Es ist auf den Richtungen MN und M'N' zweier perspektiTi- 
sehen , proportionalen Punktreihen ein Paar homologer Punkte A , A' 
gegeben ; man soll zu dem Punkt B der Richtung MN den homologes 
Punkt auf M'N' finden. 

8) Es sind auf den Richtungen X'I' und X"3E" zweier (projekti- 
vischen) conformen Punktreihen drei Paare homologer Punkte A', A"; 
B', B" ; G', G" gegeben ; man soll 

a) zu einem vierten Punkt E^ der Richtung M^N' den homologen 
Punkt auf der Richtung MN finden; 

b) die Punkte ihrer Richtungen suchen , welche den in ihrem Goa- 
ve^enzpunkt vereinigten Theilpunkten homolog sind; 

c) ihre G^enpunkte bestimmen« 

9) Es sind auf den Richtungen M^N' und M'^N'^ zweier piojektifi- 
achen, conformen Punktreihen ein Paar homologer Punkte A' und A''; 
«ad ausserdem noch die Punkte B^ und C gegeben , welche den ii 
Ihrem Convergenzpunkt verefnigten Theilpunkten homolog sind; au 
•oU zu einem vierten Punkt D' der Richtung M'N' den homologen Pnnkt 
«if M''N'' soeben. 

10) £• sind auf den Mohtangen M'N' oad M^'N" zweier (prc^ektt^ 
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viaclieii) proportionalen Punktreihien zwei P«ar homologer PQokteA^ A^'; 
BVB^' gegeben; man soll zu einem dritten Punkt C^ der BichtnngM^N^ 
den homologen Pnnkt auf M^'N'^ bestimmen. 

11) Es sind auf zwei Richtungen M'N^ und M'^N^ zweier proportio^ 
^alen Ponktreihen die zwei Punkte gegeben, welche den in ihrem 
Convergenzpunkt vereinigten Theilpunkten homolog sind; man soll zu 
einem dritten Punkt D' der Richtung M'N^ den homologen Punkt auf 
M"N" finden. 



Liegen zwei Punktreihen perspektivisch wie in Aufgabe 6, so wird 
durch die Verbindungslinien AA^ BB^ (Fig. 8) zweier Paare homologer 
Punkte das Projektionscentrum bestimmet, und ein von da aus nach 
G gezogener Strahl bezeichnet auf M'N' den homologen Punkt C^ und 
zieht man einen Strahl 0£ parallel mit M'N', so bezeichnet er auf 
MN den Gegenpunkt £, und wenn ein Strahl parallel mit MN ist, so 
bezeichnet er auf M'N' den Gegenpunkt. 

Sind die perspektivischen Reihen proportional wie in Aufgabe 7, 
so sind ihre Punkte des unendlichen Raumes homolog, ein Prcjektions- 
strahl und daher auch das Centrum liegen im uuepdlichen Raum. Die 
Parallelen mit AA' bezeichnen daher die proportionalen Abschnitte. 

Die folgenden vier Aufgaben behandeln die Fftlle der projektivi- 
schen Lage; die allgemeinen Aufgaben 8 und 9 sind gelegentlich bei 
§. 37 und 38 besprochen worden ; der besondere Fall der proportiona» 
len Reihen projektivischer Lage der Aufgabe 10 und 11 kann eben-^ 
falls nach den Regeln des Allgemeinen aufgelöst werden, wenn man 
voraussetzt, dass von den Projektionsstrahlen A'A", B'ß" und G'G" 
(Fig. 13) der letztere im unendlichen Raum liege, und daher auch auf 
den erstem die Centra 0' und O'^ im unendlichen Raum bestimme. 
Zieht man also durch £' die Bichtung E'£ || B'B'^ bestimmt dadurch 
den Punkt E auf A'B'', und zieht durch £ wieder ££'' || A'A'', so 
sind £' and W homologe Punkte. Ebenso wird die Aufgabe 11 als 
ein besonderer Fall von 9 behandelt, wenn man in Fig. 14 voraussetzt, 
dasi der Strahl GG' im unendlichen Baum liege. 

III. Gonforme Yielstrahlen. 

12) Et sind von zwei conformen Vielstrahlen und 0^ die sich 
in perspektivisdier Lage befinden, zwei Gcmveiigrazpimkte a uild ß zweier 
Paare von homologen Strahlen gegeben; man soll zu einem dritten Strahl 
OC des Vielstrahls O den homologen Strahl im Vielstrahl 0' bestimmen. 

13) £s sind von zwei conformen Vielstrahlen 0' und O^' drei 
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PaAre ihrer bomologeD Sttthlen gegeben, welche in den Punkten A", 
Q, B' ooovergiren; man soll 

a) zu dem Strahl O'E^ des- Vielstrahls O' den homologen Strahl Im 
Vielstrahl 0'^ suchen; , 

b) die zwei Strahlen ziehen, welche den in der Scheitellinie (y(y' 
vereinigten homolog sind. 

14) Es sind von zwei conformen Vielstrahlen 0^ und O^' ein Pair 
homologer Strahlen, welche in dem Pankt Q convergiren, und ausser- 
dein noch die Strahlen O'C^ und O'^D'' gegeben, welche den in der 
Scbeitellinie vereinigten Strahlen homolog sind , man soll zu dem StnU 
O'E^ des Vielstrahls 0' den homologen Strahl Im VIelstoahl C" auf- 
suchen. 



Die Aufgabe 12 tlber die perspektivischen Vielstrahlen wird leidt 
durch g. 32 erledigt, und die zwei nachfolgenden 13 und 14 worden 
in §• 39 und 40 besprochen , so dass ihre Auflösung keinen Anstand 
haben kann (vergl. Flg. 15 u. 16). 

IV. Conforme Reihen gleleher Riehtung und eonforme 

eoneentrisehe Vfelstrahlen« 

15) Es sind zwei eonforme Punk treiben, welche in einer Richtnirg 
vereinigt sind, durch drei Paare homologer Punkte CC, DD^y £E' g^ 
geben; man soll 

a) zu einem Punkt F der einen Reihe den homologen Punkt der an- 
deren Reihe aufsuchen; 

b) die Gegenpunkte der zwei Reihen finden ; 

c) die Hauptpunkte bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 

16) Es sind eine Strecke AB und zwei Punkte C, C ihrer anha^ 
monisch proportionalen Theilung gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt D der einen Reihe den zugeordneten Punkt der 
anderen Reihe suchen; 

b) die Gegenpunkte bestimmen, 

17) Es sind auf der Richtung MN zwei einander zugeordnete Punkis 
A, A'; B, B' gegeben; man soll den Anfangspunkt finden, den sie pro- 
portional umhüllen. 

18) Es sind zwei conforme, concentrjsche Vielstrahlen durch drei 
Paare von Strahlen PC, PC'; PD, PD': PE, PE' gegeben, man soll 

a) zu einem weiteren Strahl PF den homologen finden ; 

b) die Hauptstrahlen bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 
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Die Aufgaben tlber eonforme Punktreihen gleicher Richtung, und 
ttber confonne Vielstrahlen gemeinschaftlichen Scheitels lassen sich auf 
die Aufgaben der zwei vorausgehenden Abschnitte zurückfahren , da- 
durch dass man auf ein drittes conformes Gebilde übergeht, welches 
mit einem der gegebenen conform ist und perspektivisch gegen dasselbe 
liegt, und nun die Aufgabe zwischen diesem Hilfsgebilde und dem 
anderen gegebenen Gebilde ausfahrt, hierauf zu dem gefundenen Ele- 
ment seinerseits wieder das homologe iji dem ersten Gebilde, mit 
dem es perspektivisch liegt, aufsucht. Auch kann man, was die 
letzte Aufgabe 18 anbelangt , eine Aufgabe aber den Vielstrahl jeder 
Zeit leicht in eine Aufgabe über die Punktreihe verwandeln, in dem 
man statt des Vielstrahls eine Punktreihe substituirt, welche durch 
irgend eine Transversale des Vielstrahls bestimmt wird. Die Lösung 
der Aufgabe, welche auf einem dieser Wege vollzogen wird, ist dadurch 
ausgezeichnet, dass sie stets eine rein lineare Construktion mit sich 
bringt, und ist daher für die Theorie von grossem Werth , und dem 
Anlänger stets zu empfehlen. 

Eb gibt jedoch noch eine zweite Methode, welche sich an die 
centrische CoUineation coincidireoder Kegelschnitte hält, und welcher 
der Vorzug der Einfachheit zukommt. Statt des Kegelschnitts wählt 
man natürlich einen Kreis. Es mögen daher noch die uöthigen An- 
weisungen für die Lösung der obigen Aufgaben nachfolgen , , wenn in 
der Ebene der Construktion ein Kreis gegeben oder zu ziehen gestattet 
ist. Diese zweite Methode ist besonders dann die nächstliegende, ^ 
wenn die gegebenen Stücke aus Vielstrahlen bestehen , es mag daher 
die letzte Aufgabe (18) zuerst in^s Auge gefasst werden. Zieht man 
nun «einen Kreis, der durch den gemeinschaftlichen Scheitel P (Fig. 113) 
der Vielstrahlen geht, so bestimmen die Strahlen derselben die Punkte 
f> r'5 ^» ^'5 *» *' ^°^ ^ ^^^ ^^^ Kreislinie, welche sich als homologe 
Punkte zv^eier centrisch coUineären Systeme verhalten, die die Kreislinie 
entsprechend gemein haben. Construirt man nun nach §. 129 auch 
die Gerade ab, welche beiden Systemen entsprechend gemein ist, so 
darf man nur die Gerade q> f* ziehen , ihren Schnittpunkt f mit a b be- 
merken, durch denselben die Gerade /f zieiien, so wird dieselbe auf 
der Kreislinie den Punkt <jo' bezeichnen, duich welchen der Strahl PF' 
geht, der dem Strahl PF homolog sein soll. Ist die Gerade a6 eine 
Sekante des Kreises , so haben die angegebenen concentrlschen Viel- 
«trahlen zwei Hauptstrahlen Pa und P6, welche mit der Geraden ab 
in den Punkten a, b der Kreislinie convergiren. Sollte ^^ den Kreis 
berühren, so hätten die zwei concentrlschen Vielstrahlen nur einen 
Hauptstrahl, welcher durch den Berührungspunkt gehen würde. Sollte 
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aber aB aiuterbalb der Kreiillaie liefen, so liaben die conctotrischen 
Vielstrahlen keinen Hauptetrah). 

Die Aufgaben aber die Punktreihen 15, 16, 17 werden auf die 
90 eben besprochene zurtIckgeMhrt. Man zeichnet nämlich sur LOsoos 
von 15. eine Kreislinie und einen Vielstrahl , dessen Scheitel P auf 
derselben liegt , und dessen Strahlen durch die Punkte C, C ; D, IX; 
£,£' gehen, dadurch erhftlt man zwei mit ihrem Scheitel in P yereioigie 
Vielstrahlen. Zwei homologe Strahlen dieser Vielstrahleo bestimmcB 
auch zwei homologe Punkte auf MN. Die Hauptstrahlen dieses Viel- 
strahls bezeichnen auch die Hauptpunkte der gegebenen Reihen. Aber 
auch die Gegenpunkte lassen sich finden, wenn man durch P eine 
Parallele mit MN zieht, welche auf der Kreislinie im Allgemeitti 
zwei Punkte $ und (' bezeichnen. Die zu P^ und P^ homologea 
Strahlen der Vielstrahlen in P, welche nach der oben angefahrtem 
Methode gefunden werden, bezeichnen auf MN die Gegenpunkte der 
gegebenen Reihen. 

Die anharmonisch proportionale Theilung einer gegebenen Strecke 
ist ein besonderer Fall des Vorausgehend eh , wobei die Hauptpunkte 
der Reihen gegeben sind*. Die Construktion wird dadurch etwas eis- 
facher, dass man den Hilfskreis durch die Hauptpunkte A uodB 
zieht. Nun kann man zu dem Vielstrahl P, ABGC, Fig. 114, deuet 
Strahlen durch die Punkte G und G' gehen, und noch auf der Kreis- 
linie die Punkte f und y' bestimmen, einen zweiten conformen Viri- 
strahl zeichnen, dessen Scheitel P' durch die Richtung der Geraden fD 
bestimmt wird. Der Strahl PY' wird auf AB den Punkt D' angeben, 
der dem Punkt D zugeordnet ist. Ganz a,uf demselben Wege gelangt 
man auch zu den Gegenpunkten Q und Q', wenn man den Scheitel P' 
Fig. 115, des conformen Vielstrahls vermittelst einer Parallelen von M 
die durch / geht, oder den Scheitel des Vielstrahls P" vermitteW 
einer Parallelen von AB, die durch f geht, bestimmt. 

Die Aufgabe 17, ein besonderer Fall von 15, kann man dadordi 
auflösen, dass man über AAS über und unter BB' ähnliche Dreiecke 
zeichnet, und ihre Spitzen durch Gerade verbindet. Diese letzteren be- 
zeichnen zwei Punkte, von welchen jeder der Aufgabe entspricht 

Y. InTOiation cinfSrmiger Gebilde. 

19) Von einer involotorischen Punktreihe sind zwei Paare voi 
Punkten B, B'; C, C' («, «'; ßy ß') gegeben; man soll 

a) zu einem fünften Punkt D {y*) den homologen aufsuchen; 

b) den Gentralpunkt der Involution bestimmen; 

c) die Hauptpunkte finden, wenn solche vorhanden sind. 
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20) Von einem inrolutoriicheii VielstraU P eliid twei Paare von 
Stnhloi PA, PA'; PB, PF «egebea: man soU 

a) zu einem Alnften Strahl P G den homologen aufsnchen ; 

b) die Nonnalatrahlen ziehen; 

c) die Baaptstrahlen bestimmen, wenn solche vorhanden sind. 

21) Es sind zwei concentrisehe involutorische Vielstrahlen P, AA' 
BB' und P, X!{'Je8' gegeben , man soll diejenigen zwei Strahlen auf- 
suchen, wekhe hinsichtlich beide! Involutionen einander zugeordnet 
sind. 

22) Es sind zwei in einer Richtnni; vereinigte involotorische Reihen, 
AA'BB' nnd SX'SIB' gegeben, man soll digenigen zwei Punlite auf- 
suchen , welche hinsichtlich beider Involutionen einander zugeordnet 
(homolog) sind. 



Die Aufgaben über involutorische einförmige Gebilde kOnnen auf 
linearem Wege, vermittelst der Eigenschaften des Vierecks §. 114. 
a und d aufgelöst werden. Zieht man nftmlich in Aufgabe 19, a von 
d^n gegeben Punkten «', ^^ y' (^^S* ^^^) ^^ ®i>i^D Reihe nach einem 
beliebigen Punkt A drei Richtungen, und nimmt sodaon auf dem Strahl 
Af'i der durch den Punkt f' geht, dessen homologer Punkt gesucht 
ist, einen anderen beliebigen Punkt B, und projicirt von demselben 
aus die Punkte « und ß auf die Strahlen Aß' und AaS so bestimmen 
die Projektionen D und C die Richtung CD, welche unmittelbar den 
gesuchten Punkt f der Involution liefert. Hatte man A^^ || aa' gezogen, 
so wflrde y den Centralpunkt der Involution sngegeben haben. 

Ein anderes Mittel zur Construktion involutorlscher Gebilde liefert 
flbrigens auch die Involution der Kegelschnitte, und iusbesondere die 
des Kreises. Die gegebenen Strahlen eines involutorischen Vlelstrahls^ 
bestimmen nämlich auf einer Kreislinie , welche durch den Scheitel P 
(Fig. lOS) des Vielstrahls geht, zwei Paare von homologen Punkten 
B,B'; C, G'der Kreisinvolution, deren Centrum im Convergenzpunkt A 
der Geraden BB', CC liegt, und deren Axe ßß' durch die Convergenz- 
punkte der tlbrigen Verbindungslinien geht. Jeder weitere Strahl be* 
zeichnet zwei weitere homologe Punkte der Kreislinie , welche, mit P 
verbunden , zwei homologe Strahlen des Vielstrahls P liefern. Der 
Centralstrahl AA' (Fig. 110 und 111) führt zu denjenigen Punkten der 
Kreisinvolation , welche die Normalstrahlen PA und PA' bestimmen, 
Nur wenn das Centrum der Krdsinvolntion ausserhalb des Kreises 
liegt, ao existiren zwei Hauptpunkte M und N, welche, mit P ver- 
bunden, die Hauptstrahlen des involutorischen Vielstrahls liefern« 
[Fig. 111.) . 
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Auch die Ait^be fiber die iavolatorisclie Pooktreihe kann dnidi 
die. KreisiiiTolotion gelOst werden, wenn man durch zwei homologe 
Pankte B and B' eine Kreitllnie zieht and in dieselbe einen inYoln- 
torischen Vielstrahl zeichnet, dessen Scheitel P anf der Kreislinie liegt 
(Fig. 116) and dessen Stiahlen darch die Pankte B, B', C, C gehen 
und anf der Kreislinie die Punkte y and ^ bezeichnen. Die Gendes 
6 B' and f 9^ bestimmen das Centram O der Kreisin vol otioo, det 
Strahl P«^' der za Pj gehOrt, bezeichnet den Punkt D^ der dem Paukt 
D homolog, ist. Wenn das Gentram ausserhalb des Kreises liegt, h 
fahren die Hauptpunkte der Kreisinvolution zu den Hauptpunkten der 
involutorischen Reihe, Der Centralpankt Q der involutorischen Beihe 
wird durch denjenigen Strahl P^^ bestimmt, welcher durch den Pookt 
I geht , der selbst dem Punkt I' homolog ist , der durch einen StnU 
bezeichnet wird, der mit BB' parallel läuft. 

In Betreff der Aufgabe 21 zieht man einen Kreis durch den Scheitel- 
punkt P (Fig. 126), sucht zu den involutorischen Punkten AA'BB' denPolO 
der Kreisinvolution , welcher durch die Richtungen AA' und BB' be 
stimmt wird (§. 106), bestimmt ebenso auch den Pol £) der Krctf* 
Involution Wi' 99', verbindet die Pole O und £) durch eine Gerade; 
so wird diese die Kreislinie in zwei Punkten M und N schneiden, in eines 
Punkt R berahren, oder ganz ausserhalb des Kreises liegen. Im erstes 
Fall sind PM und PN zwei Strahlen, welche der Aufgabe genfigen, ia 
zweiten Fall ist PR ein beiden Involutionen gemeinschaftlicher Haupi- 
strahl, im dritten Fall ist die Aufgabe unmöglich. Die Aufgabe 22 liid 
auf 21 zurückgeführt 

VI. Einige Anwendungen der Conformitat und luTOlntioBi 

23) Es sind auf einer Richtung MN zwei Paare von Posktei 
B, B' ; 0, C gegeben ; man soll ein drittes Paar von Punkten fiodei. 
welches jedes der gegebenen Paare harmonisch trennt 

24) Es sind in einer Ebene zwei Gerade DB und CF, defCfi 
Convergenzpunkt unbekannt ist , und ein Punkt E gegeben ; man soll 
eine dritte Gerade ziehen, welche mit den gegebenen Geraden in einet 
Punkt convergirt. 

25) Es sind zwei Punkte A und C gegeben , zwischen weichet 
die gerade Verbiodungslinie Hindernisse halber nicht gezogen werdes 
kann; man soll durch blosse lineare Construktion noch einen drittel 
Punkt auf der Richtung AC bestimmen. 

26) Es sind vier Pankte A, B, C, D einer Richtung gegeben; n» 
soll einen fQoften Punkt ausserhalb derselben finden , der die Eigtf- 
Schaft habe , dass die von ihm aus nach den gegebenen Punkten g^ 
zogenen Geraden drei gleiche Winkel mit einander machen. 
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27) Es sind drei Pankte A, B^ C in einer Ebene gegeben, welche 
nicht in einer Richtung liegen ; man soll einen vierten Punkt aufsuchen, 
desseit Entfernungen von den gegebenen Punkten sich zu einander ver- 
halten wie drei gegebene Grössen m, n und p. 

28) Es sind zwei Dreiecke A&C und A'B'C gegeben, man soll 
ein drittes Dreieck zeichnen, welches in das erste und zugleich um das 
zweite beschrieben sei. 

29) Es sind zwei conforme projektivische Punktreihen A", B'^ G'' 
und A', B', G' in einer Ebene gegeben; man soll durch einen ausser- 
halb ihrer Richtung liegenden Punkt P eine Gerade so ziehen, dass sie 
zwei homologe Punkte der gegebenen Reihen verbinde. 

30) Es sind zwei conforme projektivische Vielstrahlen 0'' und 0' 
durch drei Paare homologer Strahlen gegeben, welche in den Punkten 
A', B'', Q convergiren: man soll auf einer gegebenen Richtung MN, die 
nicht durch die Scheitel der Vielstrahlen geht, denjenigen Punkt auf* 
suchen, in welchem zwei homologe Strahlen der Vielstrahlen convergiren. 

31) Es sind ein Dreieck ABC und zwei Punkte D und E, die 
nicht auf seinem Umfang liegen, gegeben; man soll ein Viereck so um 
das Dreieck ABC beschreiben, dass dessen Gegenseiten paarweise »in 
den Ecken des Dreiecks ABC convergiren, und dass ttberdiess jedes Paar 
seiner Gegenseiten sowohl durch die in demselben Eck convergirenden 
Seiten des Dreiecks ABC, als auch durch die gegebenen Punkte D und £ 
harmonisch getrennt werden. 

32) Es sind ein Dreiseit ABC und zwei Richtungen d und e, die 
nicht auf dem Umfang convergiren, gegeben, man soll ein Vierseit so 
in das Dreieck ABC beschreiben, dass dessen Gegenecken paarweise auf 
den Seitenrichtungen des Dreiecks liegen, und dass überdiess jedes Paar 
dieser Gegenecken sowohl durch die auf derselben Richtung liegenden 
Ecken des Dreiecks ABC, als auch durch die gegebenen Richtungen d 
und e harmonisch getrennt werden. 



Die zwei gesuchten Punkte in Aufgabe 23 sind die Hauptpunkte 
der Involution BB' CC, welche nach Aufg. 19 c. gefunden werden. Die 
Aufgaben 24 und 25 werden durch die Eigenschaften des Vierecks 
§§. 60 und 61 aufgelöst. 

Die Aufgaben 26 und 27 beruhen auf folgender Eigenschaft des 
Kreises: Theilt man den Durchmesser BB' eines Kreises (Fig. 117) 
durch zwei Punkte A und C harmonisch, so wird jeder Peripherie- 
winkel APC des Kreises durch die Sehne PB halbirt, welche in dem- 
selben liegt. Dass dies» wirklich der Fall ist , wird man einsehen, 
wenn man bemerkt, dass der Vierstrahl P, B'ABC harmonisch ist und 

P a n 1 u • t ncaerSf ebene Qeometri«. 20 
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dass die Strahlen PB und PB' senkrecht anf einander stehen (§. 73 d). 
Auch wird man bemerken, dass die Strecken PA und PC ein constantei 
Verhältniss zu einander haben , welches dem VerhSltniss AB und BC 
gleich ist. Sind nun vier Paukte A» B, C, D einer Richtung gegeben, 
und sucht man einen fünften B', der mit B die Punkte A, C harmonisch 
trennt, und beschreibt sodann über BB' einen Kreis, sucht hieraof eioen 
sechsten Paukt C, der mit G die Punkte B und D harmonisch treDOt, 
und beschreibt auch über CG' als Durchmesser einen Kreis, so wird ein 
jeder Schnittpunkt der Gurven der zwei Hilfskreise die in Aufgabe ^ 
verlangte Eigenschaft haben. Sind drei Pankte A, B, G gegeben, die 
nicht in einer Richtung liegen, so kann man die Strecke AB im Ver* 
hältniss von m : u durch einen Punkt D theilen, den Punkt D' suclieii, 
der mit D die Strecke AB harmonisch theilt, und über DD' alsDiirdi- 
messer einen Kreis beschreiben. ' Ebenso theilt man hierauf auch die 
Strecke BG durch einen Punkt E im Verhältniss von n : p, soclt 
zu E den zugeordneten Punkt E' der harmonischen Theilung der Strede 
BG und beschreibt über £E' als Durchmesser einen zweiten Kreis, soviid 
jeder Schnittpunkt dieser zwei Hilfskreise der Aufgabe 27 entspreciieB. 

Hinsichtlich der Aufgabe 28 kann man auf AB (Fig. 118) eisei 
beliebigen Punkt et nehmen, durch den Eckpunkt A' eine Gerade 
ziehen , welche auf AG den Punkt a' bestimmt , hierauf von «' ^ 
wieder eine Gerade durch B' ziehen, welche auf BG den Punkt of' b^ 
stimmt, und endlich wieder von «" durch G' eine Gerade ziehen, welche die 
Seite AB wieder in einem Punkte a trifft. Sollten die Punkten und« 
zusammenfallen, so wäre die Aufgabe gelöst, geschieht diess aber oicH 
80 kann man einen zweiten Punkt ß nehmen und ganz wie das erste Md 
verfahren, bis man wieder zu einem Punkt 6 auf AB gelangt. Nun noä 
noch von einem dritten^Punkt y der Geraden BG ausgehend das Gleidie 
geschehen , um zu einem dritten Punkt c derselben Richtung zu kor 
men. So fortfahrend , wird man auf BG zwei Reihen a, ß, y " ^ 
a, 6, c . . gewinnen, welche conform sind. Die zwei Hauptpunkte 
dieser Reihen, welche nach Aufgabe 15 schon durch die 3 Punktpa«« 
«f a» ^» ^; y» c gefunden werden, haben offenbar die Eigenschaft, ^ 
von ihnen ausgehend ein Dreieck beschrieben werden kann, welches der 
Aufgabe genügt. 

Die Aufgaben 29 und 30 werden auf 28 zurückgeführt. Denn 
A", B", G", E" und A', B', G', E' (Fig. 119) zwei conforme Beihcn. 
so bilden die Richtungen dieser Reihen mit den Verbindungslinie'' 
A'A^ B'B", G'G" und E'E" ein Sechsseit A" 0" 0' B'E' E", dessen 
Diagonalen der gegenüberstehenden Ecken in einem Punkte £ conre^ 
giren (§. 37). Geht nun E'E" durch den gegebenen Punkt P, so »^ 
EE'E" ein Dreieck, das dem Dreieck A"B'Q inbeschrieben, «nd den» 
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Dreieck 0' 0'' P nmbeschriebeo ist. Zeichnet man also das Dreieck 
£E'£'' auf diese Weise nach Aufg. 28 , so genügt die Gerade £' £^' 
der Aufgabe. — Sind gleichermasseD 0' und 0^' (Fig. 120) zwei con- 
forme Vielstrahlen, bei welchen vier Paare von homologen Strahlea 
in den Punkten A', Q, B'', £ convergiren , so ist A' QB" 0' £0" ein 
Sechseck, dessen gegenüberstehende Seiten in den Punkten £'^ 0, £' 
einer Richtung convergiren (g. 40). Liegt. nun aber der Punkt £ auf der 
gegebenen Geraden MN, so ist E£'£'^ ein Dreieck, das dem Dreieck 
QMN inbeschrieben und dem Dreieck 00' 0'' umbeschrieben ist. Zeichnet 
man also das Dreieck EE'E'^ auf eben diese Weise, so sind 0'£' und 
0" E" die zwei gesuchten Strahlen. 

Hinsichtlich der Aufgabe 31 wird man von A aus nach Aufg. 2S 
die Richtungen AM und AN so ziehen, dass sie sowohl die Seiten AB 
und AG, als auch die Richtungen AD und AE harmonisch trennen, 
und sodann von B aus die Richtungen BM und BN so ziehen, dass sie 
die Richtungen BA und BC, sowohl als auch die Richtungen BD und 
BE harmonisch trennen. Diese vier Richtungen werden unmittelbar die 
Ecken M, N, S, T des gesuchten Vierecks liefern. Ganz ähnlich be- 
handelt man die Aufgabe 32. 



Vn* Perspektivische Coliineatioii. 

33) Es sind das Centrum 0, die Axe XX, und zwei homologe 
Punkte A und A^ zweier perspektivischer, collineärer Systeme gegeben '^ 
man soll 

a) za einem Punkt B des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems finden; 

b) za einer Geraden D:^ des einen Systems die homologe Gerade des 
andern Systems zeichnen; 

c) die Gegenaxen construiren; 

d) den Modulus der CoUineation bestimmen. 

34) Es sind das Centrum 0, die Axe XX und die Gegenaze 
IBS zweier perspektivischer, collineärer Systeme gegeben ; man soll 

a) die andere Gegenaxe zeichnen; 

b) zu einem Punkt A des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems suchen; 

c) zu einer gegebenen Geraden Aa des einen Systems die homologe 
Gerade des andern Systems ziehen. 

35) Man soll die CoUineationsaxe zweier perspektivischer Systeme 
bestimmen, wenn gegeben sind: 

sl) das Centrum und die zwei Gegenaxen W8 und %*f8*'^ 
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b) das Gentnim O, ein Paar homologer Punkte A,A' und ein Pi» 
homoli^r Geraden Bß und B^'^. 
3Q Man soll das CoUineationscentrum zweier perspektivischer 
Systeme finden, wenn gegeben sind: 

a) zwei Paare homologer Punkte A, A'; B, B'; 

b) ein Paar homologer Punkte A, A', die Collineationsaxe J3i und 
eine Gegenaxe %9; 

c) ein Paar homologer Punkte A, A^ die Collineationsaxe X3Eiind 
der Modnlus m : n der Colli neation. 

37) Man soll die Axe und das Centrum zweier perspektiviscber 
Systeme finden, wenn gegeben sind: 

a) zwei Paare homologer Punkte A, A'; B,B' und eine Gegenaxe %$; 

b) ein Paar homologer Punkte A, A' und die zwei Gegemn 



Sind das Centrum 0, die Axe X3c. und flberdiess zwei homol(^ 
Punkte Ay A' gegeben (Fig. 21), so kann man zwei homologe Gerade A; 
und A*Y ziehen, von welchen die erste durch den gegebenen Punkt Bgdtt 
alsdann wird der Collineationsstrahl OB auf der letzteren den Paib 
B' bestimmen, welcher dem ersteren homolog ist. — Soll aber zu eio« 
Geraden DJ des ersten Systems die homologe Richtung des zweito 
Systems gefunden werden , so darf man nur zu einem Punkt D do- 
selben, den homologen Punkt D' aufsuchen, so ist D'J die Ytduigi 
homologe Richtung des zweiten Systems. Die Punkte Sß und €' der 
zwei G^enaxen werden gefunden, wenn man zu den homologen RidH 
tungen Aa und A'a die parallelen Collineationsstrahlen zieht, welche 
mit jenen Richtungen in den gesuchten Punkten ^8 und i^f (Fig. 22) cob- 
vergiren. Zieht man durch diese Punkte Parallele mit der Axe X£ ^ 
sind dieselben die gesuchten Gegenaxen. Schneidet der Collioeaüoo!- 
•trahl 08 die Axe in dem Punkt B , so ist das Verhältniss ^h : OS 
dem Modulus der Collineation gleich. 

Ist ausser dem Centrum und der Axe XJH auch noch eine Ge- 
genaxe S(S gegeben, so kann man sogleich auch die andere Gegeo>x< 
zeichnen, weil man weiss, dass die zwei Gegenaxen symmetrisch gegen 
das Centrum und die Axe XX liegen (g. 47, d), auch kann man o«ch 
%, 47, e. zu einer gegebenen Geraden A« des ersten Systems die homo- 
loge Gerade A'a des andern Systems finden , und nun wird auch tA 
Collineationsstrahl OAauf der homologen Richtung A'a, den Punkt A 
bestimmen, der dem Punkt A homolog ist. 

Die übrigen Aufgaben 35—37 können füglich dem Nachdenken 
des Lesers aberlassen bleiben. 
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YIII. Involatortoehe CoUlneatton. 

38) Es ist das Gentnim und die Axe XX zweier involatorischen 
Systeme gegeben; man soll 

a) die Gegenaxe finden; 

b) zu. einer gegebenen Geraden AB des einen Systems die homologe 
Richtung des andern Systems suchen; 

c) zu einem gegebenen Punkt A des einen Systems den homologen 
des andern Systems finden. 

39} Man soll das Centnim finden, wenn gegeben sind ein Paa^ 
homologer Punkte A und A^ und die Axe X3^. 

40) Man soll die Axe finden, wenn gegeben sind das Centrum O 
und ein Paar homologer Richtungen Aa und Aa^ 

41) Man soll das Centrum und die Axe finden, wenn gegeben 
sind: 

a) zwei Paare homologer Punkte A,A^; B, B'; 

b) zwei Paare homologer Richtungen Aa, A'a; B^, B'^; 

c) ein Paar homologer Punkte A, A' und ein Paar homologer Rieh» 
tungen Bß, B'ei. 



Die Gegenaxe einer involutorischen CoUineation kann nach §. 48 c. 
construirt werden, die Aufgaben 38, b. und c. reduziren sich eben» 
damit auf 34, b. und c. Die folgenden Aufgaben finden durch die 
Eigenschaften §. 48, a. und b. ihre Erledigung, und die Aufgabe 41 c. 
leduzirt sich namentlich hiedurch auf die Aufgabe 23. 

IX. GolUneation perspektivischer affiner Systeme* 

« 

42) Die Axe XX und ein Paar homologer Punkte, A und A' sind 
gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt B des einen Systems den homologen Punkt des 
affinen Systems finden; 

b) zu einer Geraden Bß des einen Systems die homologe Richtung 
des affinen Systems suchen. . 

43) Es sind zwei Paare homologer Richtungen A«, A'a; B^, B^ß 
gegeben, man soll die Axe und das Centrum der affinen Systeme finden. 



Diese Aufgaben reduziren sich auf diejenige von 33, wenn man be* 
merkt, dass das Centrum O im unendlichen Raum liegt, und bedürfen 
daher keiner weitern Erklärung. 
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, X. CoUineatlon perspektiviseher Shnlichep Systeme. 

44) Der Aehnlichkeitspunkt und ein Paar homologer Punkte 
A und A' sind ^gegeben; man soll , 

a) zu einem Punkt B des einen Systems den homologen Punkt des 
ähnlichen Systems finden; 

b) zu einer Richtung BC des einen Systems die homologe Richtuo; 
des andern Systems suchen. 

45) Der Aehnlichkeitspunkt und ein Paar homologer Richtangea 
AB, A'B' sind gegeben ; man soll 

a) zu einem Punkt C des einen Systems den homologen Punkt C 
des ähnlichen Systems finden; 

b) zu einer Richtung DE des einen Systems die homologe Ricbtoo^ 
des ähnlichen Systems suclien. 

46) Es sind zwei homologe Punkte A, A' und zwei homologe 
Richtungen BC und B'C zweier ähnlichen Systeme gegeben ; man soll 
den Aehnlichkeitspunkt der Systeme bestimmen. 



Diese Aufgaben werden keine Schwierigkeit darbieten, wenn nui 
«ich erinnert, dass jede zwei homologen Geraden parallel sind, und in 
Betreff 46 bemerkt, dass dieselbe auf Aufgabe 17 reduzirt werden kaoHi 
übrigens zwei Auflösungen zulässt. 

XL CoUineatlon projektiviseher Systeme« 

47) Es sind die homologen Vierecke ABCD und A'B'C'D' zveitf 
projektiviseher collineärer Systeme gegeben; man soll 

a) zu einer Richtung £ F des einen Systems die homologe Richtoos 
des andern Systems aufsuchen; 

b) zu einem Punkt 6 des einen Systems den homologen Punkt des 
andern Systems construlren; 

c) die Gegenaxen der zwei Systeme zeichnen. 

48) Es sind die homologen Dreiecke ABC und A'ß'C zweier 
ftffiiien Systeme gegeben; man soll 

a) zu einer Richtung EF des einen Systems die homologe Richtsos 
des andern Systems suchen; 

b) zu einem Punkt D des einen Systems den homologen Poa^ 
des andern Systems bestimmen. . 

49) Es sind die homologen Punkte A, A', B, B' zweier ähnlidiei 
IBysteme gegeben; man soll 

a) zu einem Punkt C des einen Systems den homologen Punkt da 
andern Systems bestimmen; 
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b) zu einer Richtung DE des einen Systems die homologe Richtung 
des andern Systems zeichnen. 

Der Gonvergenzpunkt Q der Gegenseiten AB und, CD ist dem 
Convergenzpunkt Q' der homologen Seiten A'B', CD' homolog. Auf • 
den ersteren Seiten ^B und CD- werden durch die Richtung £F die 
Punkte E und F bestimmt, nimmt man nun auf den homologen Rich- 
tungen des zweiten Systems die Punkte E' und F' so dass ABQE 7^ 
A'B'Q'E', CDQF 7^ C'D'Q'F', so ist die Richtung E'F' des zwei- 
ten Systems der Richtung EF des ersten Systems homolog. Soll nun 
auch zu einem Punkt^ 6 des ersten Systems der homologe Punkt im 
zweiten System gefunden werden, so darf man nur durch denselben 
zwei Richtungen legen, und im zweiten System die homologen Rich- 
tungen aufsuchen, so wird auch der Convergenzpunkt G' der letzteren 
dem Punkt G des ersten Systems homolog sein. Bestimmt man femer 
auf den conformen Punktreihen ABQ und A'B'Q' die Gegenpunkte P 
und $' und ebenso auf den conformen Punktreihen CDQ und C'D^Q' 
die Gegenpunkte R und 91' nach Aufg. 8 c, so sind PR und $'9l' 
die Gegenaxen der zwei Systeme. 

Sind in Aufg. 48 E und F Punkte der Richtungen AB, AG, 80 
wird man £' und F' auf den homologen Richtungen A' B' und A'C so 
nehmen, dass die Punktreihen ABE und A'B'E'; ACF und A'C'F' 
proportional sind, so ist auch E'F' homolog EF. Die homologen Punkte 
der Systeme werden im Allgemeinen durch zwei Paare in denselben 
convergirender Richtungen bestimmt. Es scheint überflüssig, Erläutern* 
des über 49 hinzuzufügen. 

XIL PolarltSt des Kreises. 

50) Es ist ein Kreis gegeben; man soll 

a) zu einem beliebigen Punkt in der Ebene des Kreises die Polare 
finden ; 

b) zu einer beliebigen Richtung ota' den Pol suchen. 

51) Es ist eine Kreislinie und in ihrer Ebene ein Punkt A und 
eine Richtung ««' gegeben; man soll 

a) auf der Richtung cta* den Punkt suchen, welcher dem Punkt A 
conjugirt ist; 

b) durch den Punkt A eine Gerade ziehen, welche der Richtung 
oia' conjugirt ist. 

52) Es ist eine Kreislinie gegeben , deren Mittelpunkt unzugäng- 
lich ist; man soll 

a) von einem gegebenen Punkt P ausserhalb der Kreislinie eine 
Tangente an den Kreis ziehen; 



■■ 



312 

b) darch einen Punkt C auf der Kreislinie eine Tangente an den 
Kreis ziehen; 

c) ZQ einer gegebenen Richtung MN die Richtnng des auf ihr seok- 
rechten Durchmessers bestimmen; 

d) mit der g^benen Richtung M N eine parallele Tangente ziehen. 

* 53) Einen Kreis zu construiren, welcher einen gegebenen Punkt und 
eine gegebene Richtung M N zu Pol und Polaren hat und tlberdiess nodi 

a) durch einen gegebenen Punkt C geht ; 

b) eine gi^bene Richtung RS berührt. 



Die Auflösung der Aufgaben 50 ist gelegentlich bei §. 70 gegeben 
worden, diejenige von 51 reiduzirt sich auf 50, sobald man den Begnf 
der conjugirten Punkte und Richtungen §. 75, a. in Anwendung bringt 
Die Au%aben 52 sind eine Anwendung von 50 ; denn die Polare dei 
Punktes P bestimmt auf der Kreislinie dieBerfihrungspunkte derTaogenttn 
(§. 71, e). Zieht man durch den Punkt C der Kreislinie eine beliebige 
Sekante C6 und bestimmt ihren Pol f nach Aufg. 50, b, so geht dnR^ 
diesen Punkt ^ die Tangente des Punktes C. Sucht man auf einer Bidt- 
tung MN nach 50 zwei Paare conjugirter Punkte A, A' B,6^ und sodi» 
nach 19, b. den Centralpunkt Q der Involution A A^ B B^ , so geht doiti 
denselben der Durchmesser des Kreises , welcher auf M N senkrecht stiM 
und dieser Durchmesser bezeichnet auf der Kreislinie die Punkte D nodlV 
der mit MN parallelen Tangenten. Zieht man in Betreff der Au%8be^ 
die Richtung OC, bestimmt ihren Schnittpunkt O mit MN, so ist der 
vierte harmonische Punkt S zu OCO ein zweiter Punkt auf derKras* | 
linie. Die senkrechte Halbirungslinie der Strecke C6, und dieBlcbtans 
der Senkrechten, welche man von auf MN fällt, bestinunen den Büttel- i 
punkt J des .gesuchten Kreises. Aohnlich löst man auch die Auf- 
gabe 53, b. 

Xm. Aehnllchkeit der Kreise. 

54) Man soll die Aehnlichkeitspunkte bestimmen: 

a) zwischen »zwei Kreisen J und J^; 

b) zwischen einem Kreis J und einem Punkt P; 

c) zwischen einem Kreis J und einer Ge^raden MN. 

55) Es sind zwei Kreise in einer Ebene gegeben ; man soll 

a) zu einem gegebenen Punkt G auf der Curve des einen Kreises dei 
homologen Punkt im andern Kreis finden , welcher durch die pe^ 
spektivische Lage der ähnlichen Curven bestimmt wird; 

b) zu einer gegebenen Richtung M N des einen Kreises die penp^ 
visch homologe Richtung im andern Kreis suchen; 
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c) zu einem beliebigen Pankt P in der Ebene des einen Kreises den 
perspektivisch homologen Punkt im anderen Kreis bestimmen; 

d) durch einen Punkt C auf dem Umfang des einen Kreises einen 
Aehnlichkeltsstrahl ziehen ; 

e) durch einen beliebigen Punkt P in der Ebene der Kreise einen 
Aehnlichkeltsstrahl ziehen ; 

f) eine Gerade ziehen, welche die Kreise unter einem gegebenen 
Winkel a schneidet; 

g) die vier gemeinschaftlichen Tangenten zeichnen. 

56) Man soll zu einem gegebenen Kreis J einen zweiten Kreis so 
zeichnen,^ dass die Kreise zwei auf ihrer Centralen gegebene Punkte 
und 0' zu Aehnlichkeitspunkten- haben. 

57) Man soll den gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahl auf- 
finden 

a) fflr drei fn einer Ebene gegebene Kreise A, B, C ; 

b) fOr zwei Kreise A, B und eine Gerade MN; 

c) für einen Kreis A und zwei Gerade M N und RS; 

d) für einen Kreis A und zwei Punkte B und C; 

e) für einen Kreis A, eine Gerade MN und einen Punkt B. 

58) Es ist ein Kreis J und auf dessen Umfang ein Punkt A gegeben; 
man soll einen dritten Kreis zeichnen, der den Kreie J in dem Punkt A 
berührt und zugleich noch 

a) einen andern Kreis J' berührt ; 

b) eine gegebene Gerade MN berührt; 

c) durch einen gegebenen Punkt C geht. 

59) £s ist eine Gerade MN und auf derselben ein Punkt A gegeben; 
man soll einen dritten Kreis zeichnen, der die Gerade MN in dem Punkt A 
berührt und zugleich noch 

a) einen gegebenen Kreis J berührt) 

b) eine Gerade RS berührt; 

c) durch einen gegebenen Punkt C geht. 



Die Lage der Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise ist in §• 78 an- 
gegeben, die Auflösung der Aufgaben 55 beruht so unmittelbar auf dem, 
was in §• 77 behandelt ist, dass eine Erläuterung überflüssig scheint. In 
Aufgabe 56 wird der Mittelpunkt J^ des gesuchten Kreises, als der vierte 
hannoDiscbe Punkt zu 0, 0' und J nnd der Halbmesser des Kreises durch 
einen Aehnlichkeltsstrahl leicht bestimmt. Die Aufgaben 57 können, 
Wienn die Aehnlichkeitspunkte nach §. 78 bestimmt sind, keinen Anstand 
haben , da die vier gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahlen in allen 
Fallen dem Gesetz §• 79 unterworfen sind, obgleich die Zahl dieser 
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Aefanlichkeitsstrahlen ia 57, e auf zwei und in 57, d auf eins le* 
dazirt ist. 

Die Eigensdiaft §. 80, a des Berflhrungskreises gibt ein Mittel an die 
Hand, um alle Aufgaben über den Berflhmngskreis zu lösen , weon ein 
Berahraugspunkt gegeben ist Wenn man auch den Punkt und die gerade 
Linie in den Begriff des Kreises mit aufnimmt, so können die Aufgaben 58 
nnd 59 in die eine Aufgabe zusammengefasst werden: „Einen Kreis za 
zeichnen , der zwei andere Kreise und zwar einen derselben in eioem ge- 
gebenen Punkt bertlhrt." Die allgemeine Auflösung heisst: Man ziehe 
durch den gegebenen Berührungspunkt einen Aehnlichkeitsstrahl, so be- 
zeichnet derselbe auch auf dem zweiten Kreis den gesuchten Borübioiigi- 
punkt. Die an die zwei Berührungspunkte gezogenen Halbmess« 
convergiren im Mittelpunkt des gesuchten Berührungskreises. Diese 
Auflösung ist auch noch auf 59 b. anwendbar, wenn man erkannt hst, 
dass der Aehnlichkeitspunkt zweier unendlich grossen Kreise selbst im 
unendlichen Räume liegt, und dass die Halbirungslinie der Winkel, des 
die Linien MN und RS mit einander machen, ein Aehnlichkeitsstniil 
derselben ist (weil er beide Linien unter gleichen Winkeln schneidet). 

■ 

XIY* Potenzialitat der Kreise. 

60) Man soll die Potenzlinie zeichnen zwischen 

a) zwei Kreisen J und J' ; 

b) einem Punkt P und einem Kreis J; 

c) einem Kreis J und einer Geraden MN ; 

d) einem Punkt P und einer Geraden MN; ' ' 

e) zwei Punkten P und iß ; 

f) zwei Geraden MN und RS. 

61) Man soll einen Kreis zeichnen, welcher 

a) drei gegebene Kreise A, B, C rechtwinklig schneidet; 

b) zwei gegebene Kreise B, C rechtwinklig schneidet, und desM& 
Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden MN liegt ; 

c) zwei gegebeoe Kreise A, B rechtwinklig schneidet, und daidi 
einen gegebenen Punkt C geht; 

d) einen gegebenen Kreis A rechtwinklig schneidet, durch eiflen 
gegebenen Punkt B geht, und dessen Mittelpunkt auf einer ff^ 
benen. Geraden MN liegt; 

e) durch zwei gegebene Punkte A und B geht, und dessen Mittdpookt 
auf einer gegebenen Geraden RS liegt; 

f) durch drei gegebene Punkte A, B und C geht. 

62) £8 soll ein Kreis gefunden werden , welcher mit einem andeitt 
gegebenen Kreis J eine gegebene Gerade MN zar Poteozlinie hat vA 
ausserdem noch 
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a) durch einen gegeben Punkt P geht ; 

b) eine gegebene Gerade RS berührt ; 

c) einen gegebenen Kreis J' berührt. 

63) Man soll zwei Kreise zeichnen , von welchen der eine dnrch die 
gegebenen Punkte A und B, der andere durch die gegebenen Punkte C 
und D geht, und welche eine gegebene Gerade MN zur Potenzlini^ 
haben. 



Die Aufgaben 60 sind in §§. 81 u. 83 behandelt (vergl. Fig. 121): die 
Aufgaben 61 finden durch §. 84 ihre Erledigung, wenn man bemerkt, dass 
ein Kreis, welcher aus einem Punkt einer Geraden beschrieben ist, zugleich 
auch ein rechtwinkliger Schnittkreis derselben ist , und dass der Kreis, 
Inrelcher durch einen Punkt geht , auch als der rechtwinklige Schnittkreis 
eines auf diesen Punkt reduzirten Kreises betrachtet werden kann , und 
endlich dass der Mittelpunkt eines Kreises , welcher zwei andere Kreise 
rechtwinklig schneidet, auf der Potenzlinie dieser Kreise liegt (§. 82 a). 

Die Aufgaben 62 können als besondere Fälle einer Aufgabe behandelt 
werden, wenn man die drei gegebenen Stücke als Kreise betrachtet, und 
nun zuerst nach 61 einen Hilfskreis i zieht, welcher dieselben rechtwinklig 
schneidet, dieser Hilfskreis bezeichnet auf dem dritten Kreis, der durch 
a, b oder c gegeben ist, den Berührungspunkt des gesuchten Kreises, dessen 
Mittelpunkt überdiess auf der Senkrechten liegt, die man von J aus auf 
MN fällt, und der somit bestimmt ist; 

In Betreff der Aufgabe 63 suche man die Schnittpunkte a und 5 (Fig. 
122) der Geraden AB und CD mit MN , construire aus a mit dem geo* 
metrischen Mittel »F zwischen aB und »A, und ebenso aus ß mit dem 
^ometrischen Mittel ßE zwischen ßC und ^D Hilfskreise, so wird die 
Potenzlinie KL dieser zwei Hilfskreise zugleich die auf MN senkrechte 
Centrale der zwei gesuchten Kreise sein. Die Mittelpunkte J und J' 
ler letzteren werden also durch die ' senkrechten Halbirungslinien der 
Strecken AB und CD auf KL bestimmt werden. Man wird nSmlich 
tnden , dass die .Hilfskreise a und ß senkrechte Schnittkreise der Kreise 
' und J' sind , folglich sind auch die letzteren senkrechte Schnittkreise 
<m ex und ß und ihre Mittelpunkte liegen also auf der Potenzlinie der 
:reise « und ß (§. 82 a). 



XY. Kreisberuhrungen« 

64) Ss sind drei Kreise A, B, C gegeben ; man soll einen vierten 
reis zeichnen, welcher 
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d) eioe gegebene Gerade PQ berührt und durch einen gegebenen 
Punkt G geht. 



Es ist nicht das geringste Verdienst der neueren Geometrie, das 
Chaos der Aufgaben über Kreisberührung gelichtet zu haben. Die 
^Dichtigkeit dieser Aufgaben und weil an ihnen auf eclatante Weise 
die praktische Seite der neueren Geometrie, nämlich ihre Nützlichkeit, 
ja Unentbehrlichkeit dargethan werden kann , mag ihnen hier eine aus- 
führlichere Betrachtung gewidmet werden. 

Es gibt ihrem Begriff nach zwei Gattungen von Aufgaben über. Kreis- 
berührungen, nämlich reine und unreine. Rein heisst eine solche 
Aufgabe, wenn der gesuchte Kreis blos durch Berührungen bestimmt 
ist, die er an anderen Kreisen (Linien und Punkten) vornehmen soll; 
unrein heisst sie dagegen, wenn er auch noch durch anderweitige Be- 
ziehungen bestimmt ist. Die reinen Aufgaben über Kreisberührung zer- 
fallen wieder in zwei Abtheilungen, je nachdem ein oder kein 
Berührungspunkt gegeben ist. Sobald die beiden Berührungspunkte 
bestimmt sind, kann der. Berührungskreis als gefunden betrachtet wer- 
den, da die durch die Berührungspunkte gezogenen Normalen (Halb- 
messer) unmittelbar zum Mittelpunkt des Berührungskreises fahren. 

Die erste Reihe der reinen Aufgaben über die Kreisberührun- 
gen, welche dadurch ausgezeichnet ist, dass ein Berührungspunkt ge- 
geben ist, wird durch die Eigenschaft der perspektivischen Aehnlichkeit 
der zwei gegebenen Kreise aufgelöst, und ist bereits in 58 und 59 
bebandelt worden. Obgleich diese Aufgaben von jeher behandelt und 
leicht gelöst wurden, so ist es doch auch in Betreff ihrer nur der 
Methode der neueren Geometrie gelungen, ihr Gemeinsames aufzufas- 
sen und eine allgemeine Regel zu geben, welche auf alle besonderen 
Fälle anwendbar ist und zur einfachsten Art der Gonstructlon führt 

Die zweite Reihe der reinen Aufgaben über Kreisberührung, 
welche dadurch ausgezeichnet ist, dass kein Berührungspunkt gegeben 
ist, wird durch die Eigenschaft der Potenzialität der Kreise aufgelöst. 
So gross nun auch die Mannigfaltigkeit dieser Aufgaben ist (64 — 67), 
nicht nur weil auch hier Punkte und gerade Linien die Stelle von 
Kreisen einnehmen können , sondern auch weil die Zahl der möglichen 
Berührungskreise auf acht steigt (§. 85, c) , so liefert doch die Eigen- 
schaft der Potenzialität (§.85) eine allgemeine, auf alle einzelnen Fälle 
anwendbare Regel der Construction (des Berührungskreises. Diese Re- ' 
gel zerfällt in folgende Abtheilungen: 

a) Man zeichne denjenigen gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahl 
a$ (Fig. 56), welcher durch die äusseren Aehnlichkeitspunkte derjenigen 
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Ereispaare geht, die eine gleichartige Berührung erleiden, und darch die 
inneren Aehnlichkeitspunkte derjenigen Kreispaare, welche nngleichaitig 
berührt werden sollen. 

b) Man suche femer den gemeinschaftlichen Potenzpankt P der drei 
gegebenen Kreise mittelst zweier Potenzlinien. 

c) Sind diese Vorarbeiten geschehen , so bieten sich drei Yer8chi^ 
dene Wege zur Bestimmung des gesuchten Berührungskreises dar. 

o) Man bestimme in den gegebenen drei Kreisen A, B, C die 
Pole A^ B^ C des gemeinschaftlichen Aehniichkeitsstrahls aß und Ter- 
binde den Potenzpunkt P mit diesen Polen A^ B^ C^, so werden die 
Verbindungslinien auf den Kreislinien A, B, C die Berührungspunkte der 
zwei Berührungskreise liefern, welche zu dem Aehnlichkeitsstrahl a^ 
gehören (§. 85, d). 

ß) Man construire aus P als Mittelpunkt den gemeinschaftlichen 
rechtwinkligen Schnittkreis P der drei gegebenen Kreise, zeichne sodaoB 
denjenigen Kreis «S welcher eben diesen Kreis P, die Sekante MN, 
welche derselbe mit dem gegebenen Kreis A gemeinschaftlich hat, und da 
gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahl aß rechtwinklig schneidet, so be- 
zeichnet dieser Kreis a^ auf dem gegebenen Kreis A die Berühruogs- 
punkte t, t der zu dem Aehnlichkeitsstrahl ciß gehörigen Berührang»- 
kreise J und J'. Ebenso findet man die Berührungspunkte dieser fie- 
rührungskreise auf den anderen Kreisen B und C (§. 85. e). 

y) Man construire einen Kreis , welcher mit dem gemeinschaftlidbo 
Potenzpunkt P den gemeinschaftlichen Aehnlichkeitsstrahl oiß zur Poteitf* 
linie hat, und zugleich auch einen der gegebenen Kreise, etwa A, be- 
rührt (Aufg. 62) , so wird dieser Kreis auch die zwei anderen Krese 
B und C berühren. 

Obgleich diese Begel auf alle besonderen Fälle (64—67) unbe- 
schränkte Anwendung hat, so sieht man doch, auch in Werken über 
neuere Geometrie, vergebens ihre Durchführung in den einzelnen FSlleo. 
Ans diesem Grunde, und weil allerdings, wenn man mit der Aoschaii- 
ungsweise der neueren Geometrie nicht vertraut ist, Schwierigkeitoi 
sich darzubieten scheinen , ist es nöthlg , noch einige Bemerkangen m 
dieser Beziehung hinzuzufügen. 

Wenn unter den gegebenen Kreisen wenigstens zwei von eadlidier 
Dimension sind, so kann die Anwendung der allgemeinen Regel keine 
Schwierigkeiten darbieten ; diese können sich vielmehr erst da eioatel- 
len, wo unter den gegebenen Stücken zwei oder gar drei Kreise v<m 
extreme^ Dimension sich befinden. Recht verstanden verwandelt sich 
übrigens die Schwierigkeit in eine Vereinfachung und Erleichterung der 
Construction. Diess wird aus Folgendem erhellen. 

Haben zwei Kreise B und C die Gestalt von Punkten (66, cX 
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80 fallen alle vier gemeinschaftliclieD AehnHchkeitsstrahleD in einer and 
derselben Richtnng BC zusammen (§. 78, c), und die senkrechte Halbi- 
rnngslinie der Strecke BG ist die Potenzlinie zwischen B nnd C. Man 
wird also mit Leichtigkeit noch eine zweite Potenzlinie nnd damit den 
Potenzpunkt P construiren , und im Uebrigen auf einem der Wege a, 
ßy f den Bertlhrungskreis bestimmen. 

Sind zwei gegebene Kreise unendlich gross, (66, a) und daher ihre 
Bögen im endlichen Raum durch gerade Linien MN, RS gegeben , so ist 
der Convergenzpunkt Q dieser Richtungen der gemeinschaftliehe Potenz- 
ponkt (§. 83, d), und von den Halbirungslinien der Winkel MQR und 
NQR ist die eine die Potenzlinie, die andere ein Aehnlichkeitsstrahl 
zwischen den unendlich grossen Kreisen MN und RS. *) Vier Aehn-* 
lichkeitspunkte und daher auch vier Aehnlichkeitsstrahlen können nach 
54, c gezeichnet werden, und man wird keine Schwierigkeit haben, den 
gesuchten Berührungskreis auf einem der Wege a, |?, / zu bestimmen. 

Sind eine Gerade MN und zwei Punkte B und G gegeben (67 , c), 
80 ist die Richtung BG der einzige gemeinschaftliche Aehnlichkeits- 
strahl, der existirt. Der Punkt P, in welchem die Gerade MN von der 
senkrechten äalbirungslioie der Strecke BG getroffen wird, ist der ge* 
meinschaftliche Potenzpunkt P, ein aus P mit PG beschriebener Kreis 
ist der gemeinschaftliche rechtwinklige Schnittkreis der drei gegebenen 
Kreise MN, B und G, die Gerade MN ist die Sekante, welche dieser 
Kreis mit dem unendlich grossen Kreis MN gemeinschaftlich hat. Gon« 
struirt man also nach der Regel ß einen Kreis, welcher die Richtungen 
MN, BG und den Kreis P rechtwinklig schneidet, so bestimmt er anf 
MN die Berahrungspunkte der zwei zu dem Aehnlichkeitsstrahl BC 
gehörenden Berührungskreise. Die Regel a ist in diesem Falle nicht an- 
wendbar. 

Sind zwei Geraden MN und RS und ein Punkt G gegeben (67, b), 
so ist der Gonvergenzpunkt P der Richtungen MN und RS d^r gemein- 
schaftliche Potenzpunkt der drei Kreise MN, RS und G. Ein aus P 
mit PG beschriebener Kreis ist ihr gemeinschaftlicher rechtwinkliger 
Schnittkreis; die Halbirungslinie VW desjenigen Winkels MPR, in 
welchem der gegebene Punkt G nicht liegt, ist ein Aehnlichkeitsstrahl 
zwischen den Kreisen MN und RS, die Gerade G T, welche mit VW 
parallel gezogen wird, ist also der einzige gemeinschaftliche Aehnlich- 



*) Ersteres ist in §. 83, e ausgesprochen, letzteres ist in $. 78 9 wo man 
es suchen könnte, nicht ausdrucklich bemerkt worden, man wird jedocli leicht 
auch die Wahrheit der Sache einsehen, wenn man die Eigenschaft der Aehn- 
lichkeitsstrahlen in Erwägung Ei eht, dass jeder solche Strahl die zwei Kreis- 
linien unter gleichen Winkeln schneidet. 
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keitsstrahl, der ia dem vorliegenden Falle existirt; die Gerade VN 
ist zugleich auch die Sekante, welche der Kreis P mit dem unendlich 
grossen Kreis MN gemeinschaftlich hat. Construirt man also nach der 
Regel ß einen Kreis, welcher die Richtungen MN und CT und da 
Kreis P rechtwinklig schneidet, so bezeichnet er auf MN die Berftli- 
rungspunkte der zwei zum Aehnlichkeitsstrahl CT gehörigen BeiUhnugs- 
kreise. Die Regel « ist in diesem Falle nicht anwendbar. 

Sind alle drei Kreise durch Gerade ersetzt, so sind die Halbirao^ 
linien ihrer Winkel die Potenzlinien zwischen den Kreispaaren, ilir 
Convergenzpunkt P ist der gemeinschaftliche Potenzpunkt , welcher aber 
in diesem Fall mit dem Mittelpunkt des Berührungskreises selbst zusan- 
men fällt. Man erhält vier Bertlhrungskreise, weil jede zwei gegebene 
Richtungen zwei Winkel mit einander machen, und daher zu zwei Bal- 
birungslinien führen, deren jede als Potenzlinie betrachtet wierden \m. 

Sind alle drei Kreise durch Punkte A, B, C ersetzt, so sind die seDk- 
rechten Halbirungslinien der zwischen ihnen liegenden Strecken die dm 
Potenzlinien, die im gemeinschaftlichen Potenzpunkt P convergiren, der 
aus P mit PA beschriebene Kreis ist der gemeinschaftliche PotenzkieiS) 
welcher aber mit dem gesuchten Berfihrungskreis zusammen fallt. 

Die unreinen Aufgaben über Kreisberührung 68 und^ 
werden folgendermaassen auf die reinen zurückgeführt. Man zeichnet eioeB 
HUfskreis i, welcher die Kreise A und B rechtwinklig schneidet, und 
construirt sodann einen Kreis, welcher mit dem Hilfskreis i die Ces- 
trale AB zur Potenzlinie hat, zugleich aber den gegebenen Kreis J 
berührt (62), so wird derselbe die Kreise A und Brechtwinklig schneidei 
lind also der Aufgabe gentigen. Diese Regel der Constructlon ist in ^ 
len Fällen anwendbar ^ wenn auch Punkte und gerade Linien die Stelk 
von Kreisen einnehmen. 

Die unreinen Aufgaben über Kreisberührung 70 können ebenfalls auf 
die reinen zurückgeführt werden. Zeichnet man nämlich in 70, a statt der 
gegebenen MN einen Hilfskreis C (Fig. 123) , der dem gegebenen Kreis B 
gleich ist und so liegt, dass die Entfernung B C der Mittelpunkte von M> 
senkrecht halbirt wird, so wird ein Kreis, der die Kreise B, C und A 
berührt, mit seinem Mittelpunkt auf MN liegen, und also der Aufgab« 
genügen. In 70, b wird man für MN eine Richtung VW setzen, die sa 
liegt, dass der Winkel zwischen RS und VW durch MN halbirt wird, 
in 70, d und c wird man statt MN einen Punkt D von solcher Lage 
wählen, dass CD durch MN senkrecht halbirt wird, und aber im Uebii- 
gen ähnlich wie in 70 , a verfahren. Eine direkte Auflösung dieser Auf- 
gaben enthalten übrigens auch die Figuren 61, a, b und c, in welchen eia 
aus C mit CC, sowie ein aus 6 mit 66' beschriebener Kreis die zwei 
gegebenen Kreise F' und F" berührt. 
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XW. Polarität der Kegelschnitte. 

71) Es ist die Curve eines Kegelschnitts gegeben; man soll 

a) zu einem Pankt 0, der nicht auf der Curve li^, die Polare 
suchen ; 

b) zu einer Richtung acc't die den Kegdschnitt nicht berdhrt, den 
Pol bestimmen; 

c) zu einem Punkt C der Curve die Polare suchen; 

d) auf einer Tangente rr' ibrea Bertthjungspunkt bestimmen ; 

e) zu einem Punkt A der Klclituoig na' den conji^rten Punkt 
finden ; 

i) zu einem Strahl A« des Vielstrahls A den conjugirten Strahl 

zeichnen. 

72) Man soU den Durchmesser einer gegebenen K^elschnittcurve 

zeichnen ; welcher 

a) einer gegebenen Richtung MN conjugirt Ist; 

b) mit einer gegebenen Richtung MN parallel ist; 

c) durch einen gegebenen Punkt 0, der nicht auf der Curve liegt, 
geht; 

d) durch einen gegebenen Punkt C der Curve geht. 

73) Man soll eine Tangente an die gegebene Curve eines Kegel* 
Schnitts ziehen, velche 

a) durch loinen Punkt geht , der nicht auf der Curve liegt ; 

b) durch einen Punkt C der Curve geht ; 

c) mit einer gegebenen Richtung MN parallel ist; 

d) einer gegebenen Richtung MN conjugirt ist. 

74) In einem Kegelschnitt, dessen Curve gegeben ist, soll man 

a) den Mittelpunkt bestimmen; 

b) die Axen codstruiren; 

c) die Brennpunkte finden; 

d) die Direktrizeu zeichnen. 



Die Aufgaben 71, a, b über den Kegelschnitt werden wie die 
Aufgaben 50, a, b über den Kreis behandelt; die Aufgaben 71, e, f 
wie 51, a, b. Um die Polare eines Punktes C der Curve zu con- 
struiren, muss man den Pol r einer Sekante CS des Kegelschnitts mit 
C verbinden; und um den Berührungspunkt einer Tangente n' zu ^^' 
den, muss man die Polare Ctt zu irgend einem Punkt r derselben 
zeichnen, so wird sie den Berührungapunkt C auf y/ bestimmen. 

Der Durchmesser eines Kegelschnitts, welcher einer gegebenen Rich- 

P a a 1 tt 8 , neuere, ebene Geometrie* *i 
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tUDg MN coDJagirt ist, halbirt iwei mit MN parallel gezogene Sehnen, 
und durch die Mitte dieses Durchmessers geht der andere mit MN pa- 
rallele Durchmesser. 

Halbirt man die zwei Sehnen, welche mit der Polare eines Punk- 
tes parallel gehen durch eine Gerade, so ist sie der Durchmesser, 
welcher durch geht, und diess ist sie audi dann noch, wenn 
auf der Cnrve selbst liegt. 

Die Polare eines g^ebenen Punktes bezeichnet auf der Curve 
auch die Berflhmngspnnkte der von aus an die Curve gezogenen 
Tangenten, und wenn der Punkt G auf der Curve selbst liegt , so ist 
die Polare dieses Punktefi, welche nach 71 , c gezeichnet wird , die ge- 
suchte Tangente. Wenn eine Richtung MN gegeben ist, so bestimmt 
der Durchmesser, welcher der Richtung MN conjugirt ist, die BerAh- 
rungspunkte der mit MN parallelen Tangenten, und der mit MN paral- 
lele Durchmesser bezeichnet die Berührungspunkte der Tangenten, wel* 
che der Richtung MN conjugirt sind. 

Der Mittelpunkt des Kegelschnitts wird durch zwei Durchmesser, 
die Axen werden durch einen Hilfskreis bestimmt, welcher aus dem 
Mittelpunkt des Kegelschnitts beschrieben wird, und die Curve des- 
selben in vier Punkten C,S,D,2) schneidet; die Halbirungslinien von <^ 
COD und < COID geben nämlich die Richtungen der zwei Axen. Die 
Brennpunkte werden durch einen Kreis gefunden, den man über der 
Hauptaxe A91 als Durchmesser construirt. "Wenn man nSmlich in die- 
sen Kreis einen rechten Winkel als Peripherie winkel so zeichnet, dass 
der Kegelschnitt von einem Schenkel desselben berührt wird, so geht 
der andere Schenkel durch den Brennpunkt §. 131. Die Polaren der 
Brennpunkte sind die Direktrizen des Kegelschnitts. 

XYll. Construetion der Kegelsehnitle. 

Die bedeutendste Fracht der neueren Geometrie ist das Licht, 
welches sie in die Lehre von den Kegelschnitten gebracht hat. Diess 
beurkundet sich von seiner praktischen Seite in der Behandlung der 
Aufgaben über diesen Gegenstand. Um diess zu zeigen, mag daher 
hier der Versuch gemacht werden, die Aufgaben über die Construetion 
der Kegelschnitte auf eine möglichst vollständige und erschöpfende 
Weise zu behandeln. *) 



*) Die grosse Zahl dieser Aufgaben ergibt sich , wenn man bemerkt , dass 
die 14 Partialaafgaben zu jeder der Hauptaufgaben gehören, deren im Folgenden 
62 allgemeine, 3 über die Ellipse, 16 über die Hyperbel, 15 über die Parabel, 
also im Ganzen 96 angeführt sind. Die Zahl der Partialaufgäben ist also 
14 . 96 = 1344. 
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Zur besseren Uebersicht schieo es zweckdienlicb, diese Aufgaben in 
vier Abschnitte abzutheilen, je nachdem unter den gegebenen Stflcken: 
Elemente des Brennpunktes, des Centrums, eines andern Punktes 
in der Ebene des Kegelschnitts, oder lauter Elemente des Umfange» 
sich befinden. Es schliesst übrigens die Aufgabe „einen Kegelschnitt 
zu construiren, wenn derselbe durch die erforderliche Zahl von Bestim« 
mungsstücken gegeben ist," eine Reihe von Parti/ilaufgaben ein, welche 
hier ein für alle Mal aufgeführt werden sollen, nämlich: 

1*) Die Punkte des Kegelschnitts zu bestimmen, welche auf einer 
gegebenen Richtung liegen: 

a) auf der Richtung eines Brennstrahls ; 

b) auf der Richtung eines Durchmessers ; 

c) auf der Richtung einer Geraden, welche durch einen gegebenen 
Punkt C des Umfanges geht ; 

d) auf einer ganz beliebigen Richtung MN in der Ebene des Kegel* 
Schnitts, welche durch keinen gegebenen oder bekannten Punkt 
geht. 

T) Die Tangenten des Kegelschnitts zu bestimmen , welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen: 

a) durch einen Punkt C des Umfanges ; 

b) durch einen Punkt P ausserhalb des Kegelschnitts im endlichen Raum ; 

c) durch einen Punkt im unendlichen Raum. Dieser Punkt des unend- 
lichen Raumes ist durch eine Richtung MN gegeben, und die Auf* 
gäbe wird daher gewIJhnlich so gefasst, dass man sagt: eine Tan- 
gente zu construiren, welche mit einer gegebenen Richtung MN 
parallel sei. 

3*) Zu einem gegebenen Punkt P seine Polare, und zu einer gegebCT 
nen Richtung nß ihren Pol zu finden : und was hiermit zusammenhSrfgt^ 
auf einer gegebenen Richtung aß zu einem gegebenen Punkt P den conjugir- 
ten Punkt , und durch einen gegebenen Punkt eine Richtung zu zie» 
hen , die einer andern gegebenen Richtung aß conjugirt sei. 

4*) Einen Durchmesser des Kegelschnitts zu zeichnen , welcher 

a) durch einen gegebenen Punkt P gehe; 

b) mit einer gegebenen Richtung MN parallel laufe ; 

c) einer gegebenen Richtung conjugirt sei. 

5*) Den Mittelpunkt des Kegelschnitts zu bestimmen. 

6*) Die Axen des Kegelschnitts zu construiren. 

7*) Die Brennpunkte und Direktrizen des Kegelschnitts zu suchen. 
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A. Focalconstruktion der KegdschnÜte. 

75) Gegeben: die zwei Brennpunkte F' and F^' and 

a) die Länge a der Haaptaxe; 

b) die Direktrize »y^ 

c) ein Punkt C auf der Curve, vorausgesetzt, dass bekannt ist, n 
welcher Art der Kegelschnitt gehöre; 

d) eine Tangente MN. 

Man wird leicht die Scheitel A und 91 der Axe, zwei Leitkreüe 
mit ihrer Potenzlinie und ihrem zugehörigen Aehnlichkeitspunkt 0' 
construiren, und damit hat man Alles, upi die im VI. Buch aasftlll^ 
lieb behandelten Construktionsmethoden anwenden zu können, so da» 
nur noch zu zeigen übrig bleibt, wie die Partialaufgaben 1* — 7'äck 
gestalten. 

Will man die CoUineation des Kegelschnitts mit seinem Leitkro^ 
nicht benutzen, so wird man die Punkte der Curve bestimmen, wekk 
auf einer beliebigen Richtung MN liegen, indem man nach Aufg. «i* 
die Erzeugungskreise, d. h. die Berührungskreise der Leitkreise F' ^ 
F" aufsucht, deren Mittelpunkte auf der Richtung MN liegeo. - 
Man wird die Tangenten construiren, welche durch einen gegebenö 
Punkt P gehen , indem man über PF^' und A^ als Durchmesser zvei 
Kreise beschreibt, die sich in D und 2) schneiden und PD oodP« 
zieht (vgl. g. 98). Wenn der Punkt P unendlich weit entfernt i* 
und die Tangente mit MN parallel gehen soll, so wird man doch vs^ 
dieselbe Regel in Anwendung bringen können, wenn man bemerke 
dass der unendlich grosse Kreis über PF'' durch die Gjßrade dargestdt 
wird, welche durch F'' geht und auf MN senkrecht steht, und dis 
also durch die Schnittpunkte D und S) dieser Geraden mit dem Kies 
A^ Parallellinien mit MN zu ziehen sind. Die Tangente , veichr 
durch einen Pnnkt C des Umfanges geht , ist eine der Halbirungslinia 
des Winkels der Strahlen F'C und F"C. Pol und Polaren können nad 
der Regel der Au%. 71 bestimmt werden, weil nach Obigem auf je^<^ 
beliebigen Richtung die Punkte der Curve gefunden werdeo köDB» 
Die Partialaufgaben 5* — 7* bedürfen keiner Erläuterung. 

Eine zweite Methode, die Partialaufgaben zu lösen, bietet die Colli- 
neation des Kegelschnitts mit dem Leitkreis,, und leistet namentlich Ar 
die Partialaufgaben 1 * entschiedene Vortheile (§. 93). Die CoUineation»- 
methode ist aber jauch auf die übrigen Partialaufgaben anwendbar. S«l 
z. B. zu einer gegebenen Richtung MN der Pol im Kegelschnitt ÄufeesiH* 
werden, so suche man zu der Richtung MN nach Aufg. 33, b oder 34,« 
die homologe Richtung M'N' im System des Leitkreises, bestimme sodaanii 
diesem Kreis den Pol 0' von M'N' und suche jetzt wieder den homolog» 
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Punltt Im Kegelschnitt auf, so ist der gesachte Pol der Kichtong MN 
im Kegelschnitt (§. 120). Auf dieselbe Weise werden alle andere Partial- 
aufgaben behandelt. 

76) Gegeben : ein Brennpunkt F'^ die zugehörige Direktrize af und 

a) die Länge a der Hauptaxe ; 

b) tiie zweite Direktrize «'f'; 

c) ein Punkt C der Cutve; 

d) eine Tangente MN. 

Man wird, gestützt auf §. 99, diese Aufgaben leicht auf 75 zurück- 
führen. 

77) Gegeben : ein Brennpunkt F", die Richtung A21 der Axe, und 

a) zwei Punkte C und D der Curve ; 

b) ein Punkt C der Curve und eine Tangente RS ; 

c) zwei Tangenten MN und RS. 

Beschreibt man in 77, a aus C und D zwei Kreise, welche durch F" 
gehen, und zieht durch ihren äusseren Aehnlichkeltspunkt die Senk* 
rechte nß auf die Axenrichtnng A^, so ist die Aufgabe auf 76 zurück- 
geführt, indem der Kegelschnitt, v.elcher zu dem Brennpunkt F'' und der 
Richtungen«^ als der zugehörigen Direktrize construirt wird, der Auf- 
gabe genügt (g. 87). Man könnte auch sogleich den anderen Brennpunkt F^' 
finden, denn dieser ist der Mittelpunkt eines Kreises, der aus einem Punkt 
der Richtung A^ beschrieben wird und die Kreise C und D gleichartig 
berührt (Aufg. 70, a). Auf ähnliche Art werden auch die zwei folgenden 
Aufgaben b und c behandelt. Nimmt man nämlich den Punkt D' so dass 
F"D' durch RS senkrecht halbirt wird , so liefert ein Kreis, welcher durch 
D' geht, den Kreis CF'^ berührt und dessen Mittelpunkt auf der Richtung 
Abliegt, den andern Brennpunkt F'^ des Kegelschnitts. Sind endlicli 
zwei Tangenten MN und RS gegeben , so werden C und D' auf gleiche 
"Weise wie der Punkt D' in der vorausgehenden Aufgabe bestimmt, und 
die senkrechte Halbirungslinie der Strecke CD' bestimmt auf der Richtung 
A% den Brennpunkt F". 

78) Gegeben: ein Brennpunkt F" und 
a) drei Punkte C, D, E der Curve ; 

h) zwei Punkte C, D und eine Tangente VW ; 

c) ein Punkt C und zwei Tangenten RS, "VW 5 

d) drei Tangenten MN, RS und VW. 

Diese Aufgaben werden ähnlich wie diejenigen von 77 auf 76 
reduzirt. Die äussere Aehnllchkeifsaxe der drei aus C, D und £ beschrie« 
benen und durch den Punkt F'^ gehenden Kreise hat die Eigenschaft, daas 
sie als Direktrize mit dem Brennpunkt F'' einen Kegelschnitt bestimmt^ 
welcher der Aufgabe genügt. Auch liefert der gleichartige Berührung!** 
kreis der Kreise C, D, E den andern Brennpunkt F' des Kegelschnittes. Die 
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Tangenten der folgenden drei Aufgaben ^rerden wie in der Aa^be 7 
zur Bestimmung der Punkte G^ D' und £', durch welche der LeitkreisF' 
geht, benutzt. 

79) Gegeben : die Direktrize « ^ und 

a) die Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D der Curve und die Richtung A^ der Hauptaxe. 
Sucht man nach Aufg. 27 denjenigen Punkt F", welcher gegeadie 

Punkte C, D, E eine solche Lage hat, dass seine Entfernungen von dieses 
Punkten sich zu einander verhalten , wie die Entfernungen det Paokte 
€| D, E von der Direktrize « / , so ist diess der zu a ^ gehörige Breim- 
punkt des Kegelschnitts (§. 99, a). Wenn die Axenrichtung A% gegeben 
ist, so vereinfacht sich die Aufgabe. Sucht man nämlich zu dem Schnitt- 
punkt d der Richtungen CD und af^ den andern Punkt d der harmoDiscbeB 
Trennung der Punkte C und D , so bez^chnet der über dd als Dardi' 
fnesser construirte Kreis auf A^ den Brennpunkt F^' des Kegelschnitts. Ii 
beiden Fällen sind also die Aufgaben auf 75 reduzirt. 



J5. Centralconstruläion der Kegelschnitte, 

80) Gegeben: die Richtungen zweier Paare conjogirter Darcit* 
messer CD, (£3) ; EF, @S und 

a) ein Punkt G der Curve ; 

b) eine Tangente M^^ ded Kegelschnitts. 

Weil die conjugirten Durchmesser eine Involution bilden, so kui 
nach Aufg. 20 zu jeder Richtung GH, eines weiteren Durchmessers, ^ 
überhaupt zu jeder Richtung MN , wenn GH || MN gezogen wird , ^ 
Richtung des conjugirten Durchmessers gefunden werden. Aucfali^ 
die Normalstrahlen des involutorlschen Vielstrahls des Mittelpunlits 
die zwei Axenrichtungen AB und %^. Auch kann vermöge dies« 
Involutionsgesetzes die zweite Aufgabe 80, b auf 80, a zurückgefülti^ 
werden, da der Durchmesser, welcher der Richtung MN conjugirt lA 
auf derselben den Berührungspunkt bestimmt. 

Auf jeder durch den gegebenen Punkt G. gehenden Richtung W 
man den andern Schnittpunkt H mit der Curve leicht bestimmen» v^ 
man die Richtung des zu GH conjugirten Durchmessers ®«& sucht uii 
den Punkt H gerade so wählt , dass die Strecke GH durch ®^ ^^ 
wird. Auch auf der Richtung eines beliebigen Durchmesser CD kdfl>^ 
die Scheitelpunkte gefunden werden. Sind nämlich CD und &, GH ^ 
€f<& zwei Paare conjugirter Durchmesser, und zieht man von dem gege^ 
nen Punkt G aus GJ || 62), GF^ II ®^, so ist GJ eine dem Duichmentf 
€D coqjngirte Sehne, und GL eine dem Durchmesser GH conj^giil* 
Richtung , welche den Kegelschnitt in G berührt. Der Punkt L auf 0> 



327 

ist alfio der Pol der Richtung 6J (§. 107, a). Das geometrische Mitte) 
zwischen OL und OJ gibt also die Länge des halben Durchmessers der 
Richtung CD'(§. 112, b). Auf diese Weise bestimmt man auch die 
Scheitelpunkte A, B, ^, 9 der Axen. 

Soll man zu einem Punkt die Polare des Kegelschnitts construi- 
ren, so wird man von aus durch zwei schon bekannte Punkte G und J 
zwei Richtungen ziehen, ihre Schnittpunkte H und K auf der Curve nach 
obiger Regel bestimmen und im Uebrigen wie in Aufg. 71, a verfahren. 
Kann man aber die Polare eines Punktes finden, so lehrt 71, b wie der Pol 
zu einer gegebenen Richtung MN bestimmt wird. Und nun ist man auch 
im Stande, auf jeder beliebigen Richtung MN^ zwei Paare conjugirter 
Punkte aufzusuchen , und die Hauptpunkte der durch sie bestimmten 
Involution liefern ihre Schnittpunkte mit der Curve. Ebenso kann man, 
■wenn ein Punkt Ö gegeben ist, zwei Paare der in ihm conjugirten Rich- 
tungen finden und die Hauptstrahlen der durch sie bestimmten Involution 
liefern die von aus an die Curve gezogenen Tangenten. Die Brenn- 
punkte des Kegelschnitts können nach der Aufg. 74, c bestimmt werden. 

81) Gegeben: die Richtungen eines Paares conjugirter Durchmesser 
CD, 63) und 

a) zwei Punkte E, F der Curve ; 

b) die Länge des Durchmessers CDiund ein Punkt E der Curve; 

c) die Längen CD und {SS> der beiden Ducchmesser; 

d) zwei Tangenten MN und RS; 

e) die Länge des Durchmessers CD und eine Tangente MN; 

f) ein Punkt E der Curve und eine Tangente RS. 

Alle diese Aufgaben könnenauf diejenigen von 80 zurückgeführt werden. 
Zieht man nämlich in 81 a, zwei Durchmesser ef und ef, wovon der eine 
mit EF parallel ist, und der andere die Strecke EF halbirt, so hat 
man ein weiteres Paar conjugirter Durchmesser. Ebenso werden auch 
die Aufgaben 81 . b und c behandelt. Sind aber zwei Tangenten MN 
und RS gegeben, welche in einem Punkt P convergiren, so zieht man 
durch P die Richtung des Durchmessers PQ, und bestimmt die Rich- 
tung PO so, dass die Richtungen MN und RS durch PQ und P£t 
harmonisch getrennt werden, alsdann sind auch PQ und PO conjugirte 
Richtungen , wenn man also durch den Mittelpunkt die Gerade 
pq [| PO zieht, so sind auch PQ und pq die Richtungen eines zwei- 
ten Paares conjugirter Durchmesser. Die Aufgabe 81, e kann auf 81, a 
zurückgeführt werden. Sucht man nämlich zum Schnittpunkt T der 
Richtungen CD und MN denjenigen Punkt S, welcher mit T die ge- 
gebenen Punkte C und D harmonisch trennt, und zieht sodann SE1IS1D, 
80 wird dadurch auf der Tangente MN ein zweiter Punkt E der Curve 
bestimmt. In der Aufgabe 81; f endlich wird man leicht zum gegebenen 



328 

PuDlct £ noch drei andere Punkte bestimmen ; einer derselbeo, F, 
ihm diametral gegenüber, zwei andere, 6 und H, liegen «o, dass die 
Strecken EG und EH dnrch die gegebenen Richtangen CD und (S) 
der conjugirten Durchmesser halbirt werden. £s sind somit vier Punkte 
£y F, 6, H der Curve und die Richtung einer Tangente RS bekaooL 
Jeder der Hauptpunkte der Involution, welche durch die Seiten des 
Vierecks EFGH auf RS bestimmt wird, ist ein fflnfter Punkt der Carre 
§. 114, c. Diese Aufgabe lässt also zwei Auflösungen zu. 

82) Gegeben: die Axe AB der Richtung und Grösse nach und 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente MN; 

c) die Grösse der zweiten Axe. 

Weil die zweite Axe WS der ersten conjugirt ist und auf ihr seot 
recht steht, so sind diese Aufgaben auf 81 zurückzuführen. 

83) Gegeben: der Mittelpunkt und 

a) drei Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D und eine Tangente VW; 

c) ein Punkt C und zwei Tangenten RS, VW; 

d) drei Tangeuten MN, RS, VW. 

Die Aufgabe a wird auf 80, a zurückgeführt, indem man zu ivei 
Strecken CD und DE wie in 81, a je den parallelen und conjogirttB 
Durchmesser cd, cb; de, be construirt; die Aufgabe b wird auf 8U 
zurückgeführt, wenn man zur Strecke CD, den parallelen und conju- 
girten Durchmesser sucht; die Aufgabe c ebenfalls auf 81, f, veoi 
man an den Convergenzpunkt P der gegebenen Tangente die RicIitoBS 
OP eines Durchmesser zieht, zu PR, PO und PV den vierten huw^ 
nischen Strahl P£) sucht und Op!|P£) zieht, indem jeUt OP undOp 
zwei conjugirte Durchmesser sind; endlich die Aufgabe d auf 80, b, 
wenn man auf die ebenbezeichnete Weise zwei Paare conjugirter Duick- 
messer sucht. 

84) Gegeben: ein Durchmesser CD der Richtung und GrSsse oad 
und 

a) zwei Punkte E und F der Curve; 

b) zwei Tangenten MN und RS; 

c) ein Punkt E der Curve und eine Tangente RS. 

. Man wird leicht sehen, dass diese Aufgaben wesentlich identisch 
sind mit 83, a, b, c. 

C. PolarconatriAction der Kegelschnitte, 

Die Centralconstruktion der Kegelschnitte ist ein besonderer Ftfl 
einer anderen allgemeinen Construktion, welche ihr wesentliches Herkmu 
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dario hat, dass unter den gegebenen Bestimmongsstficken solche Ele- 
mente des Kegelschnitts sich befinden, die nicht der Curve angehören^ 
die aber nichtsdestoweniger zur Bestimmung des Kegelschnitts dienen 
können. Di(ßse Eigenschaft kommt ihnen zu, wenn es homologe Ele- 
mente der Polarität des Kegelschnitts sind. Ist der Mittelpunkt des 
Kegelschnitts gegeben, so ist derselbe nicht, wie es scheinen könnte, ein 
einfaches Element, denn der Mittelpunkt ist der Pol einer unendlich 
entfernten Geraden, welche stets als bekannt betrachtet werden muss; 
durch den Mittelpunkt ist also in der That ein Pol mit seiner Polaren 
gegeben. Ist ausserdem noch ein Paar conjugirter Durchmesser gege- 
ben , so bilden sie mit der Geraden des unendlichen Raumes ein 
Polardreieck, welches somit als gegeben zu betrachten ist. Durch zwei 
Paare in einem Punkt conjugirter Richtungen sind eigentlich zwei 
Tangenten des Kegelschnitts gegeben. Die folgende Polarconstruktion 
des Kegelschnitts wirft also nicht bloss das wahre Licht auf die Cen- 
tralconstruktion, sondern sie liefert auch die wahren Aufgaben über 
die Polarität der Kegelschnitte, denn diejenigen Aufgaben, welche in 
der XVI. Abtheilung aufgeführt sind, sind insofern uneigentliche zu nen- 
nen, weil dort die ganze Curve, also unendlich viele und darum überflüssige 
BestimmuDgsstÜcke gegeben sind. Die folgenden Aii*fgaben sind daher für 
das Studium der Kegelschnitte von grosser Wichtigkeit und müssen be- 
sonders demjenigen empfohlen werden, der eine tiefere Einsicht wünscht. 
85) Gegeben: ein Polardreieck QQ'Q" und 

a) auf der Richtung einer seiner Seiten zwei conjugirte Punkte 
Y und y' und ein Punkt C der Curve; 

b) auf der Richtung einer seiner Seiten zwei conjugirte Punkte 
y und Y^ und eine Tangente MN; 

c) zwei Punkte C und D des ümfanges; 

d) ein Punkt C und eine Tangente RS; 

e) zwei Tangenten MN und RS. 

Die Aufgaben a und b sind wesentlich mit c und e identisch; 
iena die Punkte r i^nd y' bilden mit den Punkten Q und Q', mit wei- 
hen sie in einer Richtung liegen, zwei Paare conjugirter Punkte, 
reiche die Hauptpunkte der Involution der conjugirten Punkte dieser 
Lichtung y und also die Punkte, in welchen diese Richtung die Curve 
chneidet, bestimmen, so wie andererseits die Hauptstrahlen der Invo- 
ation Q", QQ'ff' die in dem Punkt Q" convergirenden Tangenten 
estimxnen. Die Aufgaben a.und b haben nur dadurch einen allge- 
leineren Charakter als c und e , dass die Punkte der Curve und die 
*angenten, welche sie implicite in sich schliessen, auch imaginär sein 
Oonen. Ist nun noch ein Punkt C der Curve gegeben, so kann so- 
leich ein in den Kegelschnitt inbeschriebenes Viereck CDEF, zu 
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welcbem das Pol^rdreieck gehOit, gezeidiDet weiden , wenn man sid 
erinnert, dass im Polardreieck jedes Eck der Pol seiner Gegenseite 
ist und die Eigenschaft, wonach zwei homologe Punkte der Curve 
durch den Pol nnd die Polare harmonisch getrennt werden, (§. 106) 
in Anwendung bringt. Aber auch jeder andere Punkt, der auf eios 
durch C gehenden Richung liegt, kann nach eben dieser Kegel ge- 
funden werden, wenn man nur zu dem Punkt a, in welchem sie 
die Seite QQ' schneidet, den conjugirten' Punkt a' der bekanntea 
Involution der Bichtung QQ' sucht und dadurch ein zweites Pola> 
dreieck Q^aa' zeichnet. Hiermit ist aber die Aufgabe 85, a gewisser- 
massen auf 71 zurückgefahrt. Soll z. B. zu irgend einem gegebenes 
Punkt P seine Polare ßß' bestimmt werden, so darf man nur nach 
den bekannten Punkten C, E der Richtung gleichen Namens von P 
aus zwei Richtungen ziehen und auf ihnen die Punkte 6 und H de 
Curve suchen , so liefern die Convergenzpankte P , P' und P" der 
Gegenseiten des vollständigen inbeschriebenen Vierecks CGEH eia 
weiteres Polardreieck, in welchem PT" die Polare des Punktes? ist 

Soll zu einer gegebenen Richtung MN der Pol gefunden weidea, 
80 weiss man, dass derselbe durch die Polaren zweier ihrer Punkte 
ß, f bestimmt ist; diese Polaren bestimmen zugleich auf MN zwei 
andere Punkte ß* ^ ^', welche den ersteren conjugirt sind, und die 
Hauptpunkte dieser Involution liefern die zwei Punkte, in welchei 
die Richtung MN die Curve schneiden wird, wenn diess überhaupt 
der Fall ist. Ebenso liefern die Hauptstrahlen der Involution zweier 
in einem Punkt P convergirender und conjugirter Strahlen die zw« 
in P convergirenden Tangenten des Kegelschnitts. Es bleibt noch übrig, 
den Mittelpunkt, die Axe und die Brennpunkte zu bestimmen. Der 
Durchmesser KL, welcher der Seite QQ' conjugirt ist, geht aber 
durch Q" und den Centralpunkt L der Involution QQ'y/ und kanB 
somit sogleich gezeichnet werden. Die Endpunkte der Durchmesser 
können nach der oben angegebenen Regel aber noch einfacher da- 
durch bestimmt werden , dass man die Punkte S, S', T, T' bemerkt, 
in welchen die Richtung des Durchmessers von den Polaren (Tan- 
genten) der bekannten Endpunkte C und E der Sehne, und voa 
den Richtungen der dem Durchmesser KL conjogirten uod eben&Ib 
durch C und E gehenden Sehnen geschnitten werden ; die Haupt- 
punkte K, L der Involution S S' T T' sind die Endpunkte d« 
gesuchten Durchmessers. Die Mitte des Durchmessers KL ist der 
Mittelpunkt, der Durchmesser Jt8, welcher mit yy' parallel geht, ist 
dem ersteren KL conjugirt, und nun können nach Aufgal^e 81 die 
Axen, Brennpunkte etc. bestimmt werden. 

Die Aufgabe 85, b wird auf 85, a zurückgeführt , indem man dord 
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den Convergenzpunkt N der gegebeneD TaAgente BIN mit QQ' und in dem 
involutorischen Vielstrahl Q'^QQVr' zu Q"N deo zugeordneten Strahl Q"M 
»ucht. Der Strahl Q^'M bestimmt auf MN den Berührungspunkt M. 

Die Aufgabe 85, c wird auf 85, a dadurch zurückgeführt, daas man 
die Richtungen GQ und DQ zieht, uod auf diesen Richtungen vermöge der 
harmonischen Theilung, welche die Sehnen dieser Richtungen , durch den 
Pol Q und die Polare Q'Q" erfahren, die weiteren Punkte E und F der 
Gurve sucht. Die Gonvergenzpunkte a,ot' der G^enseiten des Vierecks 
CDEF werden auf Q'Q" liegen, und die Punkte «, «', Q', Q" werden die 
Involution der ^auf Q'Q" liegenden conjugirten Punkte bestimmen. Die 
Au%abe 85, d wird auf 85, a dadurch zurückgeführt , dass man zu dem 
gegebenen Punkt G vermittelst des Polardreiecks QQ'Q" noch drei andere 
Punkte D,E,F auf der Gurve bestimmt, und auf der Tangente nun auch ver- 
mittelst der Hauptpunkte der Involution , welche durch die Seitenrichtungen 
des Vierecks GDEF auf ihr bestimmt wird , den Berührungspunkt sucht. 
Weil zwei Hauptpunkte existiren , so hat die Aufgabe zwei Auflösungen. 

In Aufg. e bestimmt man die Gonvergenzpunkte m und r der gegebenen 
Tangenten mit der Richtung Q'Q", sucht den Strahl m3)2, welcher mitmM die 
Strahlen mQ und mQ" harmonisch trennt, und ebenso bestimmt man auch den 
Strahl r9l, der mit rR die Richtungen rQ und rQ" harmonisch trennt, alsdann 
sind mSD^ und rdi zwei weitere Tangenten des Kegelschnittes, welche ein um* 
beschriebenes Vierseit GHIK bestimmen, dessen Diagonalen ebenfalls ein 
Polardreieck Qcta* liefern , das mit einem Eck in Q und mit einer Seiten- 
richtung ««' auf Q'Q" liegt und auf derselben die Involution ««' Q'Q" 
bestimmt. Hiermit ist die vorliegende Aufgabe auf 85, b zurückgeführt. 

86) Gegeben: ein Punkt Q, die Richtung Q'Q" seiner Polare und 

a) drei Punkte A, B, G der Gurve; 

b) zwei Punkte A, B der Gurve und eine Tangente VW; 

c) ein Punkt A der Gurve und zwei Tangenten RS, VW; 

d) drei Tangenten MN, RS, VW. 

Zieht man in 86, a die Richtungen AQ und BQ, bemerkt ihre Schnitt- 
punkte a und ß mit der Richtung Q'Q", sucht zu A und B die zugeord- 
neten harmonischen Punkte A', B', so convergiren die Gegenseiten des 
Vierecks AB'G'B in zwei Punkten Q' und Q" der gegebenen Richtung 
Q'Q", und bestimmen ein Polardreieck QQ'Q" des Kegelschnitts , in wel- 
chem ausserdem noch zwei Punkte A und G bekannt sind; die Aufgabe 
ist somit auf 85, c reduzirt. Ganz auf diese Weise wird 86, b auf 85, d 
zurückgeführt. Sind aber zwei Tangenten RS und VW gegeben, so wird man 
ebenfalls die Punkte ^ und t, in welchen sie die gegebene Richtung Q'Q'^ 
schneiden, bemerken, und in dem Vielstrahl ^ den Strahl ^R' suchen, wel- 
cher mit ^R die Strahlen ^Q und ^Q' harmonisch trennt,, und ebenso auch 
den Strahl iV bestimmen, und dadurch ein umbeschriebenes Viereck er« 
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hnhen, dessen Diagonalen das Pdlardreieck QQ'Q'' liefern. Anf solche 
Weise werden die Aufgaben 86, c und d auf 85, d und e zarflckgefahrt 

87) Gegeben zwei Punkte P, Q und ihre Polaren PT'' nndQ^Q^und 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente MN. 

Der Conve^nzpunkt R der gegebenen Richtungen FT" und Q'Q" 
ist die Polare der Richtung PQ , man wird also, wie diess in der vonos- 
gehenden Aufgabe geschehen ist , vermöge des Punktes R und seiner Po- 
lare PQ zu € noch einen Punkt D, und vermOge des Punktes Q und seioff 
Polare Q'Q'' zu C noch einen Punkt £ auf der Curve bestimmen, damit 
hat man ausser dem Pole P und seiner Polaren PT" noch drei Punkte C, 
D, E auf der Curve, und die Aufgabe ist auf 86, a zurOckgefflhrt. AebB- 
lieh wird man auch 87, d auf 86, d zurückführen. 

D. Peripherische Construction der Kegdschniite. 

88) Gegeben : fünf Punkte A, B, C, D, E der Curve. 

89) Gegeben: fünf Tangenten a, b, c, d, e. 

Die Aufgabe 88 kann sogleich auf die Polarconstruction 85, c za- 
rückgeführt werden, indem man zu dem gegebenen inbeschriebeoen 
Viereck AB CD das Polardreieck QQ'Q" zeichnet, in dessen Eckei 
die Gegenseiten des Vierecks convergiren , und neben diesem Polardio- 
eck die Punkte A und E als die gegebenen Stücke betrachtet. Es g^ 
stattet übrigens die Aufgabe eine sehr einfache , direkte Auflösung. Es 
bestimmen nämlich die Dreistrahlen A, CDE und B, CDE zwei coB' 
forme Vielstrahlen , deren homologe Strahlenpaare den gesuchten Kegel- 
schnitt erzeugen (§. 103, a). Man kann also nach Aufgabe 13 aaf 
jeder, durch A, B oder durch irgend einen der fünf gegebenen Punkte 
gehenden Richtung einen weiteren Punkt des Kegelschnitts, ja vermöge 
Aufgabe 30 die Punkte der Curve finden, welche auf einer beliebige« 
Richtung MN liegen. Man kann auch vermöge 13, b eine Tangente darA 
einen der gegebenen Punkte etwa durch A ziehen, weil derjenige StiaU 
des Vielstrahls A, welcher dem Strahl BA des Vielstrahls B homolog ist 
diese Eigenschaft hat. Ueberhaupt kann man mit dem, dass man die 
Punkte des ümfangs nach Belieben zu construiren gelernt hat, ru je- 
dem Punkt seine Polare, zu jeder Richtung ihren Pol, die in einem 
Punkt convergirenden Tangente etc. finden, wie solches im Voraus- 
gehenden schon einigemal gezeigt worden ist. Es bleibt nur noch n 
sagen übrig, wie man zu den Elementen des Mittelpunktes gelangt 
Der Convergenzpunkt T zweier durch A und B gehender Tangenten out 
der Mitte S der Strecke AB verbunden, liefert die Richtung TS einet 
Durchmessers. Zwei solcher Durchmesser führen zum Mittelpankt 
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des Kegelschaitts. Hiermit ist aber die Aufgabe 88 auf 83 reduzirt. 
Die Aufgabe 89 kann vermittelst §. 103, c oder auch gestützt auf 
§. 104, b dadurch auf 88 reduzirt werden, dass man in dem Fünfeck 
MNOPQ , welches durch die gegebenen fünf Richtungen bestimmt wird, 
ein Eck M mit dem Convergen/punkt S von NP und OQ verbindet, 
indem die Richtung MS auf OP den Berührungspunkt liefert. Ebenso 
findet man die übrigen Berührungspunkte. 

•90) Gegeben: vier Punkte A, B , C, D und eine Tangente a, 
welche durch den Punkt A geht. 

91) Gegeben: vier Tangenten a, b, c, d und der Berührungs- 
punkt A der Tangente a. 

Construirt man die Convergenzpunkte E und F der Gegenseiten- 
paare AB, CD; AD, BC, so weiss man, dass die Tangente des 
Ecks C mit der Richtung a und mit der Diagonale £ F in einem 
Punkt M convergirt; auf solche Weise wird man mit Leichtigkeit alle 
Tangenten der gegebenen Punkte construiren (§. 104, c). Da nun aber 
die conformen Vielstrahlen A, DBMG und C, DBAM gegeben sind, 
so liefert jedes Paar weiterer homologer Strahlen einen weiteren Punkt 
des Kegelschnitts. 

Gleichermaassen wenn MNOP das Viereck ist, welches in Aufgabe 
91 durch die vier gegebenen Tangenten bestimmt wird, so liefert der 
Convergenzpunkt S von OM und PN mit A verbunden eine Richtung, 
welche auf MN den Berührungspunkt C angibt (§. 104, d). Aehnlich fin- 
det man die übrigen Berührungspunkte , auch zeichnet man leicht noch 
beliebige weitere Tangenten durch Verbindung der homologen Punkte 
der conformen Reihen POAQ und MNQC, wenn Q der Convergenz- 
punkt der Seiten MN und PO ist 

92) Gegeben: vier Punkte A, B» C, D und eine Tangente e, 
welche durch keinen derselben geht. 

93) Gegeben: vier Tangenten a, b, c, d und der Punkt E der 
Curve, welcher auf keiner jener Tangenten liegt. 

Sucht man, gestützt auf §. 114, c, in der Involution, welche durch 
die Gegenseiten des Vierecks ABCD auf der Richtung e bestimmt wird, 
die Hauptpunkte, so kann jeder derselben als der fünfte Punkt der 
Curve betrachtet werden .; sucht man ferner hinsichtlich der Aufgabe 93~ 
in dem involutorischen Vielstrahl E, dessen Strahlen durch die 6 Ecken 
des von den Richtungen a, b, c, d gebildeten Vlerseits gehen, die 
Hauptstrahlaa , so kann jeder derselben als fünfte Tangente des Kegel- 
schnitts gebraucht werden (g. 114, f). Die vorliegenden Aufgaben, deren 
jede eine zweifache Auflösung gestattet , sind somit auf 88 und 89 zu- 
rückgeführt. 
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94) Gegeben: drei Punkte A, B, C und 

a) zwei Tangenten a und b, welche beziehangsweise durch die Punkte 
A und B gehen; 

b) zwei Tangenten a und d , von welchen nur die erstere durch den 
gegebenen Punkt A geht; 

c) zwei Tangenten d, e, von welchen keine durch einen der g^ 
geben en Punkte geht. 

95; Gegeben: drei Tangenten a, b, c und 

a) zwei Punkte A und B , nämlich die Berührungspunkte der Tan- 
genten A und B; 

b) zwei Punkte A und D der Curve, von welchen der erste d« 
Berührungspunkt der Tangente A ist; 

c) zwei Punkte D und E der Curve, von welchen keiner nnl 
den Berührungspunkten der gegebenen Tangente identisch ist 

Gonvergiren die gegebenen Tangenten a und b in Aufgabe 94, & 
in einem Punkt T, so ist die Conformität der projektivischen Vielstrafc- 
len A, BCT und B, TCA, welche den Kegelschnitt erzeugen, bestimmL 
Ganz auf ähnliche Weise wird auch 95, a behandelt. Die vier übrigen 
Aufgaben werden vermittelst der Aufgaben 31 und 32, oder vermittelst 
der Collineation gelöst. Sucht man nämlich in 95 , c und b zum Dreieck 
ABC, welches durch die drei gegebenen Richtungen gebildet wird, das- 
jenige umbeschriebene Viereck MNRS , dessen Gegenseiten in den Ecken 
A, B, C convergiren, und sowohl durch die Seiten des Dreiecks, ab 
durch die gegebenen Punkte D und E harmonisch getrennt werden , ood 
zieht von einem Eck M dieses umbeschriebenen Vierecks durch D und E 
zwei Richtungen, so sind dieselben die Tangenten dieser Punkte , und die 
Aufgabe ist auf 89 zurückgeführt. Die A,ufgabe gestattet vier Aufiosos- 
gen. Für den besondern Fall 95 , b exisliren bloss zwei Aufidsunges. 
Ganz ebenso werden 94, b und c vermittelst 32 aufgelöst. 

Ebenso einfach und für die Zeichnung vielleicht noch bequemer, tA 
die Colli neationsmethode. In 94, c zeichnet man einen Kreis, welcher die 
Richtungen d und e berührt, und der also für denConvergenzpunktO dieses 
Richtungen als Centrum mit dem gesuchten Kegelschnitt perspektivisch 
liegt §. 122. Die Collineationsstrahlen OA, OB, .OC bezeichnen auf d« 
Kreislinie die homologen Punkte A', B', C, und dibConvergenzpunkte der 
homologen Seiten der Dreiecke ABC und A'B'C liefern die ColliBeatioat- 
' axe. Man wird also mit Leichtigkeit vermöge dieser Collineation belie- 
bige Punkte und Tangenten auf dem gesuchten Kegelschnitt bestimmwi. 

Die Aufgabe 95, c wird dadurch der Collineationsmethodc lugSBg- 
lich gemacht , dass man eine Kreislinie durch die Punkte D und E l^j 
die Richtung DE ist die Axe der Collineation zwischen dem Kreis und äem 
Kegelschnitt §. 121, und die gegebenen Tangenten bezeichnen aaf derselbe« 
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die Punkte a, ^, y , durch welche auch die homologen Tangenten de» 
Kreises gehen. Sind die letzteren construirt, so bilden sie ein Dreieck, 
welches dem der Richtungen a, b,c homolog ist, auch führen die Ver- 
bindungslinien der homologen Ecken zum Collineationscentrum. 

96) Gegeben: drei reelle Punkte A, B, C und zwei imaginäre 
Punkte der Curve, welche letztere durch die Involution ö3*sa^ zweier 
Paare conjugirter Punkte einer Richtung bestimmt werden. 

97) Gegeben: drei reelle Tangenten a, b, c und ein Paar imaginärer 
Tangenten , welche letztere durch die Involution , dd'se^ zweier in 
conjugirter Richtungen bestimmt werden. 

98) Gegeben: ein reeller Punkt A und zwei Paare imaginärer 
Punkte, bestimmt durch die einstimmigen involutorischen Punktreihen 

99) Gegeben: eine reelle Tangente a und zwei Paare imaginärer 
Tangenten , bestimmt durch die einstimmigen involutorischen Vielstrahlen 

P,|9/?Vr';Qi ^<^'«'- 

Es ist schon in den Erläuterungen des §. 118 gezeigt worden , *) wie 

die zwei letzteren Aufgaben auf die vorausgehenden 96 und 97, und 

diese auf 88 und 89 reduzirt werden. 



XYUl. Oskalationen; in* und umbeschriebene Vielecke* 

100) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt C seiner Curve sind gegeben ; 
man soll einen andern Kegelschnitt construiren , welcher denselben in dem 
Punkte C einfach bertlhre und noch 

a) durch drei gegebene Punkte D, E, F gehe; 

b) durch zwei gegebene Punkte D und £ gehe und eine gegebene 
Richtung f berühre ; 

c) dureh einen gegebenen Punkt D gehe und zwei gegebene Richtun- 
gen e und f berühre ; 

c) drei gegebene Richtungen d , e , f berühre. 

Diese Aufgaben können nicht nur durch CoUineatlon (vergl. §. 124), 

sondern auch dadurch aufgelöst werden, dass man durch G eine Tangente 

an den gegebenen Kegelschnitt zieht , und den gesuchten Kegelschnitt so 

zeichnet, dass er diese Tangente in dem Punkt C berührt, und noch die 



*) Die Aufgabe 96 ist schon von Prof. v. S ta n d t auf einem andern Wege 
gelöst v^orden, die Aufgaben 98 und 99 sind neu. Man wird bemerken, dass 
die Berücksiciitigung der imaginären Elemente noch zu einigen Aufgaben Anlass 
geben. ' Die vorstehenden sind jedoch die wichtigeren. 
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übrigen Bedingangea erfOllt Dadurch werden die vorliegendes Aofgabei 
auf die Aufgaben 90, 91, 94 und 95 zurückgeführt. 

101) Ein Kegelschnitt K und zwei Punkte C und D seiner Corre 
sind gegeben : man soll einen andern Kegelschnitt zeichnen, welcher den 
gegebenen Kegelschnitt in den zwei gegebenen Punkten berühre und Doch 

a) durch einen gegebenen Punkt £ gehe ; 

b) eine gegebene Tangente e berühre. 

Auch diese Aufgaben werden durch die Tangenten der Punkte C und 
D auf 94 und 95 zurückgeführt (vergl. auch §. 125). 

102) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt seiner Curve sind geg^ 
ben ; man soll einen zweiten Kegelschnitt constriilren , welcher mit deft 
gegebenen in dem Punkte C eine Oskulation der zweiten Ordnung voll- 
ziehe und 

a) durch zwei gegebene Punkte D und E gehe] 

b) zwei gegebene Richtungen d und e berühre. 

Die erste dieser zwei Aufgaben ist schon in §. 126 behandelt, qb^ 
die zweite wird dadurch au%elöst, dass man die Schnittpunkte ^ und { 
der gegebenen Richtungen mit der Tangente c des Oskulationspunto 
C bemerkt , von denselben aus Tangenten an den gegebenen KegelschoiC 
zieht, den Convergenzpunkt F' derselben mit dem Convergenzpunkt F da 
gegebenen Tangenten verbindet und den Punkt D, in welchem die Tis- 
gente c von dieser Verbindungslinie getroffen wird, bemerkt. Der ge- 
suchte Kegelschnitt ist für den Punkt'O als Centrum und der Richtong < 
als Axe dem gegebenen coUineär und kann hiernach gezeichnet werden. 

103) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt seiner Curve sind gegebei; 
man soll einen zweiten Kegelschnitt zeichnen, welcher mit dem erstes i> 
dem Punkt eine Oskulation der dritten Ordnung vollzieht und 

a) durch einen gegebenen Punkt D geht-, 

b) eine gegebene Richtung a berührt. 

Die Auflösungen dieser Aufgaben können schon nach g. 127 tqH* 
zogen werden. 

104) Ein Kegelschnitt K und ein Punkt C seiner Curve sind gegeb«; 
man soll seinen Krümmungskreis in dem Punkte C zeichnen (§. 128). 

105) Ein Kegelschnitt K und ein Vieleck ABCD sind gegeben; Btf 
soll ein zweites Vieleck zeichnen , das 

a) dem Kegelschnitt K inbeschrieben und dem Vieleck ABCD unk^ 
schrieben sei; 

b) dem Kegelschnitt K umbeschrieben und dem Vieleck ABCD iok** 
shrleben sei. 

Ziehe durch den Punkt A eine Richtung, welche die Curve des fr* 
gelschnitts in den Punkten a und a schneiden wird, ziehe von a •• 
durch B eine zweite Richtung, welche auf der Curve den Punkt» 
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bestimmt y bemerke ebenso auf der Curve den Sdinittpunkt o'' der Bach« 
toDg afCf endlich den Schnittpunkt a' der Richtung a^'D, Nun wieder- 
hole man das gleiche Verfahren noch zwei Mal hinter einander, wodurch 
die Punkte 6, b^ c, c' bestimmt werden, und suche nun die Axe MN 
der centrischen CoUineation , die durch die Punkte a, (, c und aS i\ t' 
der zwei collineären Systeme bestimmt ist (§. 129, a) , welche die Curre 
entsprechend gemein haben, so hat jeder der Schnittpunkte M oderN 
die Eigenschaft, ein Eckpunkt des verlangten inbeschriebenen Vielecks za 
sein. Ganz ähnlich wird auch die Aufgabe 105, b behaoddt, 

XIX* Ellipse* 

106) Wenn eine Ellipse durch die erforderliche Anzahl von Bestim- 
mungsstüoken, wie sie in den 62 Aufgaben des XVII. Abschnitts aufge« 
führt sind, gegeben ist, so soll man die kleine Axe der Richtung und 
Grösse nach finden. 

107) Eine Ellipse zu construiren, wenn die zwei Axen AB und 98 
der Grösse nach gegeben sind. 

108) Eine Ellipse zn construiren, wenn zwei conjugirte Durchmesser 
der Richtung und Grösse nach gegeben sind. 

Die Ellipse ist durch die Eigenschaft ausgezeichnet , dass sie lauter 
reelle und im endlichen Raum liegende Durchmesser, und also auch eine reelle 
zweite Axe hat. Wenn also die Bestimmungsstacke zu einem solchen 
Kegelschnitt führen, so kann man zu den Partialaurgaben des XVII. Ab- 
schnittes noch die der Construction der zweiten Axe hinzufügen. Weü 
aber in jenen allgemeinen Aufgaben bereits gezeigt ist, wie die Grösse 
jedes der Richtung nach gegebenen Durchmessers gefanden wird, und die 
Richtung der kleinen Axe wegen ihrer senkrechten Stellung zur grossen 
Axe bestimmt Ist, so kann diese Forderung sogleich nach den allgemeinen 
Regeln , welche im XVII. Abschnitt angegeben wurden , erledigt werden. 
Es bieten übrigens die Eigenthümlichkeiten der Ellipse auch besondere 
Mittel zur Lösung dieser Partialaufgabe dar. Hierher gehören namentlich 
die Eigenschaften (§. 139, a u. e), wonach die Entfernung eines Endpunktes 
der kleinen Axe von einem Brennpunkt der halben grossen Axe gleich 
ist, und die Abschnitte , die auf eiuer Sekante zwischen einem Punkt der 
Gurve und den Axenrichtangen liegen , so von einander abhängen , dass 
der eine der halben kleinen Axe gleich ist, so oft der andere die Lftnge 
der halben grossen Axe hat. 

Andererseits können auch unter den Bestimmungssttlcken der Ellipse 
zwei conjugirte Durchmesser ihrer Grösse und Lage nach gegeben sein, 
weil auch sie von endlicher Dimension sind , und dadurch können , wenn 

Psulasy neuere I ebene Geometrie. ZU 
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et sieb um die Construktion der Ellipse handelt, noch die in 107 uod 
und 108 angefahrten Constmktionsaufgaben za den allgemelDen hiozo- 
gefflgt werden. Man sieht aber leicht, dass' die Aufgaben 107 und lOB 
nach den Regeln der allgemeinen Aufgabe 81, c behandelt ^veideB 
kOnnen. Es mag jedoch noch bemerkt werden , dass die Affinität der 
Ellipse mit jedem Aber einem ihrer Durchmesser construirten Ereue, 
eine der Ellipse eigenthümUche Methode darbietet, die sehr oft äie 
allgemeine Methode an Einfachheit übertrifTt. Die AusfOhrung kann 
übrigens dem Leser überlassen bleiben. 

109) Einen Kreis zu construiren, wenn gegeben sind: ein reeller 
Punkt A und zwei imaginäre Punkte, welche durch die Involution ßfff^ 
zweier conjugirter Punkte einer Bichtung bestimmt sind. 

Wenn man in dem Centralpunkt Q der involutorischen Beihe ßffff 
tiae Senkrechte errichtet , so liefert sie die Richtung QR eines Dnicb- 
messers. Sucht man nun noch>die Normalstrahlen der Involution A, ß^v( 
80 bezeichnen sie auf QR die Endpunkte des Durchmessers, und der g^ 
suchte Kreis kann gezeichnet werden (vergl. Au%. 98). 



XX. Hyperbel. 

110) Wenn eine Hyperbel durch die erforderliche Anzahl von Be> 
Stimmungsstücken, wie sie in den Aufgaben des X VI L Abschnitts aitf* 
geführt sind, gegeben ist, so sollen die Asymptoten der Hypolid 
gezeichnet werden. 

In allen diesen Fällen werden die Eigenschaften der Asymptotfli, 
welche in §. 144 angegeben sind, die Mittel zu ihrer Constroktiai 
liefern. 

111) Eine Hyperbel zu construiren ; wenn gegeben sind die z*o 
Asymptoten P$ und p]p und noch 

a) ein Punkt C der Curve; 

b) eine Tangente MN. 

In der ersten dieser zwei Aufgaben wird die Anwendung der Eige&- 
schaft, §. 145, b, zur Bestimmung solcher Punkte, welche auf den durch C 
gehenden Sekanten liegen, und die Eigenschaft §. 145, a zur Coostraktios 
der Tangente des Punktes C, und also auch zur Construktion derlangeat» 
jedes andern nach dem Vorausgehenden construirten Punktes der Cmve 
führen , und diese zwei Hauptaufgaben bilden die Grundlage su alics 
anderen Partialaufgaben. Man wird übrigens auch leicht die Aa%. IH^ 
auf 75 reduziren, wenn man nämlich dieAxen construirt, welche dieWis- 
kel der Asymptoten halblren; das geometrische Mittel Ob, zwischen dea 
Abschnitten 0/ und Og, welche die Tangente des Punktes G auf deo 
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Asymptoten bildet, ist den EntfernuDgen OF^ und OF^' der Brennpunkte 
vom Mittelpunkt gleich (§. 145 , c), und wenn man aus mit F' einen 
Kreis beschreibt, so bezeichnet er die Punkte b und b', deren Verbin- 
dungslinie den Scheitel A der Axe bezeichnet. Die Aufgabe b wird auf a 
dadurch zurttckgefUhrt, dass man den Berührungspunkt G derselben auf* 
sucht, welcher die Strecke MN der Tangente halbirt, die zwischen den 
Asymptoten liegt 

112) Eine Hyperbel zu construiren, wenn gegeben sind: eine 
Asymptote P$, ein Brennpunkt F' und 

a) ein Punkt G der Gurve; 
. b) eine Tangente RS ; 

Weil die Asymptote P$ eine Tangente der Hyperbel ist, deren B^ 
rührungspunkt als ihr Punkt des unendlichen Raumes bekannt ist, wo 
können diese Aufgaben 112 a , b ganz nach den in Aufg. 78 b, c g^e* 
benen Regeln construirt werden , sobald man dort P$ fOiVW setzt 

113) Eine Hyperbel zu construiren, wenn gegeben sind: eine 
Asymptote P$, auf derselben der Mittelpunkt der Hyperbel und 

a) die Punkte G, D der Gurve ; 

b) ein Punkt G der Gurve und eine Tangente RS ; 

c) zwei Tangenten MN, RS. 

Auch diese Aufgaben können nach Aufgabe 83 b, c, d aufgelöst 
werden, wenn man P$ für VW substituirt Man wird z. B. ia a die 
Richtung OE durch die Mitte E der Strecke GD und 06 || GD ziehen, 
dadurch . gewinnt man die Richtungen 0£ und 0<S, zweier coDjugirter 
Durchmesser. Zieht man nun Op, so dass Op und OP die Richtungen 
OE und Od harmonisch trennen, so ist Op die andere Asymptote.. 
Aehnlich modifiziren sich auch die zwei andern Aufgaben. 

114) Eine Hyperbel zu construiren, wenn gegeben sind : die Bich-^ 
tung P$ einer Asymptote und 

a) drei Tangenten MN, RS, VW ; 

b) zwei Tangenten MN, RS und ein Punkt D der Gunre; 

c) eine Tangente MN und zwei Punkte G, D der Gurve ; 

d) drei Punkte B, G, D der Gurve. 

Die ^symptote P$ ist eine Tangente, deren Bertthrungspunkt $ 
als Ihr Punkt des unendlichen Raumes bekannt ist; die Aufgaben 114 
a, b, c, d sind daher dem Wesen nach identisch mit 91; 95 b; 
94 b ; 90 , und können also auch nach dem dort angegebenen Verfahren 
aufgelöst werden. 

115) Eine gleichseitige Hyperbel zu construiren» wenn g^eben 
sind: 

a) die zwei Brennpunkte F^ und F'^; 

b) ein Brennpunkt F^ und die zugehörige Direktrize ay] 
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c) der Mittdpaiikt O und Evci Punkte Q D der Cnrre; 

d) der Mittelpiuikt O and zwei TaDgeaten MN, BS; 

e) der Mittelpunkt und eine Tangente MN mit ihrem Berfikroogi- 
. pnnkt C. 

Diese Angaben werden sidi nach den allgemeinen Begeln leicht 
lösen lassen, wenn man noch die Eigenschaften der glelchseiti2;en Hyperbel 
§. 148 beracksichtigt. 

XXL Constmktioa der ParabeL 

116) Gelben: der Brennpnnkt F' und 

a) die Direktrize A'B'; 

b) die Richtung CD eines Durchmessers, und ein Punkt £ der Corre 

c) der Schdtel A der Aze ; 

d) zwei Punkte B und C der Curve ; 

e) zwei Tangenten MN, BS ; 

f) ein Pnnkt C der Curve und eine Tangente MN. 

Wenn der Brennpunkt F' und die Direktrize gegeben sind, so ist 
man unmittelbar auf die Construktion §.91 hingewiesen. Die dreizeito 
Partialau%aben können alle nach den bei 75 ang^ebenen Methoden auf- 
gelöst werden, nur wird man tiberall noch merkliche Vereinfachongo 
anbringen können. Der Scheitel A' halbirt die Entfernung F^A'' des 
Brennpunkts von der Direktrize. Sollen die Punkte der Curve gefuni^ 
werden, die auf ic;i;end einer Bichtung MN liegen, so kann die Colliflct* 
tionsmethode auf folgende Weise vereinfacht werden. Man constmirt toß 
F' mit FA' (Fig. 131) einen Kreis, zieht durch A' und a zwei Tangeuteo ib 
den Kreis, so ist die eine AV die Collineationsaxe, und die andere ac dis 
Gegenaxe bei der Collineation des Kreises F' A' mit der gesachten Paiabd 
Verbindet man also den Seimittpunkt f der Richtung MN mit A'fi °^ 
den Punkt c, welcher durch F'c || MN auf der Gegenaxe bestiuunt wird 
durch eine Gerade yt^ so liefert sie die homologe Richtung zu MN in deo 
System des Leitkreises, und die Balbmesser F'M' und F'N', welche au die 
Schnittpunkte gezogen werden, bestimmen die gesuchten Punkte M und X 
auf der Curve der Parabel. Soll man eine Tangente mit MN parallel 
ziehen, so zieht man F'c || MN (Fig. 132), und von c aus die Tangente cC 
an den Kreis, alsdann bestimmt dieselbe den Punkt f, durck weichet 
die verlangte Tangente t^C || MN geht. Uebrigens gestaltet sich die reine 
Focalconstrttktion der Tangenten, wenn Brennpunkt und Direktrize g^ehea 
sind, noch einfacher. Ein weiteres Eingehen scheint übrigens nicht noth* 
wendig. Es mag nur noch bemerkt werden, dass Aufgabe b auf a zarflckge- 
fahrt wird, wenn man die Ri<;htungER 1) CD zieht, auf derselben EG =EF* 
nimmt und von G auf ER eine Senkrechte fällt, welches die gesuchte 
Direktrize ist; ferner, dass eine gemeinschaftliche Tangente zweier ans 
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B mit BF' und aus and CF' beschriebener Kreise in Aufgabe d die 
Direktrize der Parabel liefert; ferner dass hinsichtlich d«r Aufgabe e 
die Verbindungslinie JK zweier Punkte J und K, welche so liegen, dass 
F'J und F'K durch MN U9d BS senkrecht halbirt werden, die Direktrize 
ist, und dass endlich auch diesem Verfahren ähnlich die Aufgabe f auf 

116, a reduzirt wird. 

117) Gegeben: die Bichtung BG eines Durchmessers und 

a) drei Punkte C, D, E der Curve; 

b) zwei Punkte C, D der Curve und eine Tangente VW; 

c) ein Punkt C der Curve und zwei Tangenten BS, VW; 

d) drei Tangenten MN, BS, VW. 

Weil jede Gerade AB, welche auf der gegebenen Bichtung BC der 
Durchmesser senkrecht ist, als der Bogen des unen^ch grossen Leitkreises, 
welcher im endlichen Baume liegt, betrachtet werden kann, so hat man 
hierin ein Mittel, um die Aufgaben 117, welche zu der Centralconstruktion 
zu gehören scheinen, durch eine Focalconstruktion aufeufösen. Zieht man 
aus den drei gegebenen Punkten C,D,E Kreise, welche alle die Bich- 
tung AB berühren; so ist derjenige andere Kreis, welcher diese drei 
Kreise gleichartig berührt, de^ zweite, endliche Leit kreis, und dessen 
Mittelpunkt ist der Brennpunkt F' der Parabel, und hiemit ist die Aufgabe 

117, a selbst auf llß b zurückgeführt. Es mag noch bemerkt werden, 
dass die Construktion des Kreises F% weil der zugehörige zweite Be* 
rührungskreis in der Grestalt der Geraden AB gegeben ist, sehr einfach 
auszuführen ist. Wenn statt eines Punktes eina Tangente, etwa VW, wie 
in den Aufgaben 117 , b, c, d gegeben ist , welche die Bichtung AB in 
einem Punkt V schneidet, so zieht man W'V so, dass die drei Biehtungen 
W'V, WV und AB gleiche Winkel mit einander machen, alsdann hat de? 
endliche Leitkreis der Parabel die Bichtung W'V zu berühren. 

118) Gegeben : vier Tangenten AA^ BB', AB und A^B^ 

Weil zwei Tangenten der Parabel durch alle übrigen Tangenten 
proportional getheilt werden, so kann man nach Aufgabe 10 auf zwd 
Tangenten AB und A'B' (Fig. 127), zu jedem Punkt D der dnen Beihe den 
homologen Punkt D' der andern Beihe finden, und dadurch eine weitere 
Tangente DD' bestimmen , man kann aber auch , wie diess in Fig. 127 
geschehen ist, zu dem Convergenzpunkt C der Tangenten AB und A'B' die 
homologen Punkte 6 und F aufsuchen, wddic die Berührnngspunkte 
der Tangenten sind. Auf diese Weise kann man nicht nur beliebige 
Tangenten, sondern auch ihre Berührungspunkte bestimmen. Selbst die in 
einem beliebig gegebenen Punkt P convergirenden Tai^enten lassen sicli 
nach Aufgabe 29 finden. Die Bichtung der Durchmesser wird durch die 
Halbirungslinie CM der Strecke FG bestimmt, welche durch den Punkt C 
geht, und der Brennpunkt F* der Parabel durch zwei Kreise, welche um 
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4ie Dreiecke AA'C und BB'C bescbrieben werden (§. 154, d). Hiedmck 
üt die vorliegende Aufgabe auf 116 und 117 zurückgeführt 

119) Gegeben: vier Punkte A, B, G, D der Curve. 

Es sei Z der Punkt der Parabel, welcher im unendlichen Bann 
liegt, AZ' und DZ'' *) die parallelen Durchmesser der Parabel , velclie 
in dem Punkt Z des unendlichen Raumes convergiren, und auf dei 
Bichtungen CD und AB , welche in 6 convergiren, die Punkte £ und F 
bestimmen, und z sei die Tangente des unendlich entfernten Punktes Z, 
80 stellen die Richtungen AZ', AB, BG, CD, DZ'' und z die sechs Bidi- 
tungen eines inbeschriebenen Sechsecks vor; es werden also die Bick- 
tungen der Gegenseiten BG und z in einem Punkt convergiren, velcber 
mit den Convergenzpunkten £ und F der zwei anderen Paar Gegenseiten 
in einer Richtung liegt. Weil aber z selbst im unendlichen Baume lieg^ 
fo muss auch der Gonvergenzpunkt von BG und £F in demselben lieget^ 
und also BG || £F sein. Diess vorausgesetzt, ist aber 
FG : BG r:^ £G : GG 
FG:GD = AG:£G 
woraus folgt: 

YQ7. ^ BG . AG . GD 
GC 

Sucht man also zu BG und GD das geometrische Mittel p, sokssi^ 
auf bekannte Art die^ unbekannte Strecke FG durch die ProportioB 
FG* : p* = AG : GG und ebendamit auch die Richtung FD der Dnrck- 
messer bestimmt werden. Weil übrigens die Strecke FG von G t^ 
nach zwei Seiten hin auf der Richtung AG aufgetragen werden kann, s» 
«rgeben sich zweiAuflösungen. Durch die Bestimmung der Richtung FDdei 
Durchmessers ist übrigens die vorliegende Aufgabe auf 117 zurflckgefQlirt. 

120) Gegeben : drei Punkte A, B, G und eine Tangente d. 

Die gegebene Richtung d wird von der Richtung AB (Fig. 128) '^ 
«inem Punkte D und von BG in einem Punkte £ geschnitten vei^- 
^ucht man nun auf der Richtung AB den Punkt F so , dass FD du 
geometrische Mittel von AD und BD, und ebenso auf der Richtung BC 
4en Punkt G so, dass £G das geometrische Mittel von £B und EGist,«' 
ist GF die Richtung des der Tangente d zugeordneten Durchmessen, und 
die vorliegende Aufgabe ist auf 117 reduzirt Dass wirklich F ein Pnnk* 
auf dem der Tangente d zugeordneten Durchmesser ist , kann leicht eio- 
.gesehen werden; denn vorausgesetzt, es habe F diese Lage und es seiFV 
die PoUre zu dem Punkt F, so folgt aus g. 152, c, dass FH' durck<i 
iMdbirt wird, und weil F'HMI DE (§. 112, a), so ist auch DF=DF'. W«a 
nun aber AB durch die Punkte F und F' harmonisch getheilt wird (§. lö«)» 

*) Man wird die zu Grande liegende Figur leicht construireo. 
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80 folgt aas S« 8, a, dass DF das geometrische Mittel zu DA und DB ist. 
Da die Punkte F und 6 auf der einen oder andern Seite von d liegen 
können , so hat die Aufgabe vier versehiedene Auflösungen. 

121) Gegeben : zwei Punkte A und B, und zwei Tangenten c und d. 

Die Richtungen c und d, welche in G convergiren, und von der Rich- 
tung AB in £ und F geschnitten werden (Fig. 129), fahren wie in der vor- 
ausgehenden Aufgabe zu den Punkten G und H der zu d und c conjugirten 
Durchmesser, indem man EG dem geometrischen Mittel von EA und EB . 
und FH, dem geometrischen Mittel von FB und FA gleich macht. Zieht 
man von C aus eine Richtung GM , welche die Strecke GH halbirt , so 
liefert sie die Richtung der Parabeldurchmesser; denn die Richtung GM 

< der Durchmesser, welche die Berührungssehne JK halbirt, wird auch 
alle Strecken und also auch die Strecke GH halbiren , welche zwischen 
den Richtungen der parallelen Durchmesser GJ und HE liegen. Auch 
diese Aufgabe hat vier Auflösungen. 

122) Gegeben: ein Punkt A der Gurve und drei Tangenten b, c, d. 
Vorausgesetzt es sei a die Tangente des gegebenen Punktes A (Fig. 130), 

eo bilden die drei gegebenen Tangenten mit der Tangente a und der Tan- 
gente des unendlichen Raumes ein umbeschriebenes FUnfeck XBGDY, 
oder wenn man auch A noch als den Gonvergenzpunkt zweier in der 
Richtung a vereinigter Tangenten betrachtet , ein umbeschriebenes Sechs- 
eck XBGDAY. Die Verbindungslinie der Gegenecken G und Y ist die 
Gerade GS, welche mit a parallel gezogen wird, und die Verbindungslinie 
der Gegenecken D und X ist die Gerade DS , welche mit b parallel 
gezogen wird. Hiedurch ist der Gonvergenzpunkt S und also auch die 
Verbindungslinie BS des dritten Paares der Gegenecken bestimmt, welche 
durch den Punkt A geht und die Richtung d in einem Punkt T schnei* 
den wird. Ist nun R der Gonvergenzpunkt der Richtungen b und d, so 
folgt aus dem Parallelismus von GS und a, DS und b 
DT : GT = AT : ST 

DT : RT = ST : BT 
woraus 

CT. AT. BT 

BT 
Hienach kann DT und also auch AD gefunden werden und dadurch 
ist die vorliegende Aufgabe auf 118 reduzirt. Die Aufgabe lässt zwei 
Auflösungen zu. 

XXll. Bereehnung der Enipse. 

123) Wenn die halbe grosse Axe mit a , die halbe kleine Aze mit b, 
die halbe Entfernung der Brennpunkte mit f , die halbe Entfernung der 
DiiektrizeB mit d, die Entfernung einer Direktrize von ihrem zogehörigm 
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iBit^, dcrMbc Paiiii i Hmr mftpy und die KzeentDOISIt ds 
flfipte mBt e bcasi Cimet iviidy flo iit 

^ f e; 

^ f; 

a 
Alle dieK Fonneia ctgeiitB aich » mmittribsr aoe ico. S> ^^t? ^ 
tt, daw ei mmadrig achffaty ia weiten Eiüatenegee ci ii iegtfcw L. 

124) Warn die halbe, der grofliea Aze GCRiiB|prt% Sdiae^ wddie 
dercii «inen Pimkt C der Corve geht^ wdL C^ ihr <\brtanA vom. Kctdiiiiib 
Sit Cr die homologe Sehne ia dem. tifccr der gmaHeAie als Dwdmav 
eqBUmirtBi affinen Km» mit C'^ die EntfrfiMwig des Pale» der SctoeC 
der Sdme atHbal und ^en den SchotidpiniklBn der Aie hwWiiioy 
iae mit tr f , t^, die Sohneimale de» PimfctBn C mü n, dohnlbe Dmcfc- 
dea Fnaktea C mit q^, demtn haß»« cenjogirter Dirhmfwer ^ 
^,. die swd. BfennatiahlBL des Panktc» C mitf t* end e^ hamdknct lio* 
den, 90 iat: 

hM-£lI^ r'-JiZlSi t--lt±^ 

ej ,i=:a2 — e^P, 



r 

e 



Öi^ = a-e6, « = 



Wegen der AflbiitSt der Ellxpse mit dem über der Aze A9 ab Dnch- 
eoMtrafiten KiciK bl 9%. 6&) 

Cc: Cc=tOB;OB' = (»:OA oder C= — .C, 

n 

wttrtnd nach einem bekannten Salxe der KieiBlekre 
JUz€fc^Cf€z%c oder (a — «): C*=C:{a+«) nlao C*«i*— «*» 



I 
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folgUch C = + — Va*— e^. 

Weil durch zwei homologe Punkte des Kegelschnitts Pol und Polare 
hannonisch getrennt werden , so ist (Fig. 83) 

Ta:TA = ac:Ac;d.i. f' : t' = (a + (5) : (a — 5), 
woraus (t" + tO : (t'' — tO = a: 6 oder (t'' + f) : 2 a = a : S 

folglich t" + t' = ^, t"-t'=:2a, 

V .ii ** , a (a + C) 

hieraus t" = — + a = — i-^ — ^ 

und weil Tc = TA + Ac oder t = t' + a — 6, 

• a^ ^ a« ^ a^ - S2 

a,ch t=^-a+a-S=^-.e=:— g— . 

Errichtet man nun in dem Punkt G der Tangente TG eine Senkrechte, 
welche die Axe in dem Punkte K schneidet, so ist Kc die Suhnormale n 
des Punktes G. Das rechtwinklige Dreieck TGK , in welchem die halbe 
Sehne Gc die HShe bildet, liefert: 

Kc:Gc==Cc:Tc oder n : G = C : t, 

also n = — = G^ : —^ = 1i-=r^ • « 

oder weil a* — 6^ = ^. C», n = -r-- <^ (^24, a). 

Da I 

Zieht man nun den Halbmesser OG, so ist in dem rechtwinkligen 
Dreieck OCc auch OG*=Oc^ + Gc^ d.i. 

,^ = g» + C^ = 6^ + ^(a»-(P)= -'^^i'^\-^')^ 

a* a* 

a'b^ + f^S* aU^ + a^ e^g^ ,«^ « ^. 
a^ a* 

und weil nach §. 139, f auch ^* + ^'^ = a* + b^, so folgt , dass 
^'i = a2 + b^ — ^2 = a« +b« — b« — e^ g« = a« — e« g« 
Beschreibt man nun aus dem Punkte G mit dem Brennstrahl GF'^ 
einen Kreis , welcher die Axe zum zweiten Mal in dem Punkte K, die 
Dichtung F'G des andern Brennstrahls aber in den Punkten R und S 
schneidet, so ist nach einem bekannten Satze der Kreislehre 

FH : F'K =3 F'F" : F'S , 
aber weil P'R = F'G — GR == r' — r'' 

F'S = F'C + CS = r* + r^' == 2a 

F'K = F'F" — F"K = 2 OF'^ — 2 F"c = 2 (OF" — F'^c) 
= 20c = 2g 
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anch r'--r'':2S = 2f:2a 

also r — 1^'=:-- — = — r — =2e(E, 

2a 2a 

und da f' + r'' = 2a, 

80 folgt r' = a + eC, r" = a — cC 

125) Wird der Winkel, den der Durchmesser 2^ mit der Äxe maebt 
mit o, nnd der Winkel, den er mit seinem conjngirten Durchmesser 
Biachty mit 4p nnd endlich der Winkel, den er mit der Brennweite mscbt, 
mit ^ bezeichnet, so ist ^ 

cos »* sin ö* 1 

a2 b^ 

c) E =r- 

1 4- e cos y 

In dem Dreieck COc (Fig. 83) ist < COc =: o , 
Oc = OC cos a oder 6 == ^ cos &> 
Cc =3 OC sin cj oder C = ^ sin o» 
und wenn man diese Werthe in 124, a sabstitoirt, so erhält man 125, i 

Die rechtwinkligen Dreiecke TCc und OGc liefern 

.gTCc=| = t:C = -Ü:^:C=^.£-(12M) 

Ig OCc = 6:C, 

folglich .g (TCC + OCc) = -^f?^^±^ 

und wenn man hier die Werthe der Tangenten aus den vorausgehendea 

Gleichungen substituirt, mit der Formel 124, a combinirt, so findet nus 

den Ausdruck 125, b. 

Das Dreieck F"Cc liefert, wenn man < CF"A = ^ setzt, 

F'' C . cos ^ = — F"c oder r" cos V' = S — f 

und wenn man die Werthe von f und S aus 123, b und 124, g substitmit, 

a-r" a — r" — ae^ p - r'' 

r' cos V = ■ — ae = = -^ 

e e e 

126) Wenn man die Hälften zweier einander zugeordneten Doic^ 
messer der Ellipse mit a und B, irgend eine halbe Sehne, welche des 
Durchmesser a zugeordnet ist mit c, das Stack des Durchmessers, wddM* 
zwischen dieser Sehne und dem Mittelpunkt liegt mit c , die Stacks öea 
Durchmessers, welche zwischen dem Pol der Sehne c, dieser Sehne selbit 
und den Scheiteln des Durchmessers liegen, mit t, t^ f' bezeichnet, so \^ 
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b) t=5 ^^~^^ f ^ ft (g — c) ^,_ a{a + c) 

C ' ' c ' c 

Sind aa (Fig. 84) ein Durchmesser (a) , b( und cc der ihm conjugirte 
Durchmesser (b) und eine ihm conjugirte Sehne (c), und beschreibt nian 
über aa als Durchmesser einen Kreis, und zieht man in dem letztem 
hV X ^g durch den Mittelpunkt c und c'c' J^ aa durch ^y so sind b'b' 
und b( f c'c' und cc homologe Linien der affinen Curven aba und ab'a und 
es verhält sich 

Ob : OV =r cy : c'y oder b : a = c : c', 

folglich c= — c' = ± — V(a^ — c^) 
a a 

Femer wenn t der Pol der Sehne cc ist : aj' : ay = oj : at (§. 106) , 

d. i. (a + c) : (a — c)= t" : t', also auch a : c = (f' + f) : (f' — 10 

und da t'' — t' = 2a, 

2a^ 

80 folgt t" + t' = 

also t^. ^"^""^^^, t-= "(""^^> 

c c 

und t=:t' + (a-c)= -^->^ ^>L+a — c = 



c c 

127) "Wird der Flächeninhalt der ganzen Ellipse mit Q, derjenige 
eines Abschnittes mit q oder q , je nachdem er von einer Sehne gebildet 
ist, die der Axe oder einem Durchmesser conjugirt ist, die homologen 
Abschnitte im affinen Kreis mit q' und q', und der Winkel, welchen die 
Sehne im letztern Fall mit ihrem Durchmesser «macht, mit S bezeichnet, 
80 ist 

a) Q = abTT = ain sin {; 

b) q = ± q', 

c) q -= — q' sin f. 

a 

Diese Formeln folgen aus §. 140. Man wird bemerken, dass die 
Gerade bb' (Fig. 84) die Bichtung der Collineationsstrahlen der Affinität 
bestimmt und dass also, wenn ß der Schnittpunkt mit der Axe aa der 
Affinität ist, hß : h'ß dem Modulus der Affinität gleich ist, so dasa also, 
wenn man noch b^ J^ aa zieht 

q : q' = b|J : h'ß == b^j : Vo, 
während "bp = b'o sin boa = b sinf , und b'o ss a, folglich 

q : q' = B sin I : a, q = — q' ifin {. 

a 

128) Die Gleichungen der Ellipse ffir die rechtwinklige und schief- 
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'winklige Coordination des Mittelpunkts , fflr die Polcoordination da 
Mittelpunkts und die Polcoordination des Brennpunkts sind 



X* V* 




X* Y* 




COS ^ sin *ö 
"^ a» + b« 


1 


dW_ P 





1 + C COS ^ * 

Diese Gleicliungen folgen unmittelbar aus 124, a-, 126, a; 125, a,e. 

XXIII. Berechnung der HyperbeL 

129) Bei den gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 123 findet 
man für die Hyperbel: 

a) f« = a2 + b2; 

b) e =Ä — , f == ae ; 

a 

a« 

c)d =y; 

b^ 

d) <T = 1.; 

b^ 

e) p =: — = a (e^ — 1). 

a 

130) Bei den gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 124 fiodÄ 
man fttr die Hyperbel 

t) c = -^c' = ±- Ve* — a^ 



ai 

a a 






-»» 



c) n = -^ . 6 



a2 

d) ?2 = e« S*~ b« 

r' + a 

e) r' = e 6 — a, S = 



f)r" = eS + a, S = 



r"— a 



e 

131) Bei dea gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 125 ^ 
man für die Hyperbel 



J 
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cos «»* sin «»* 1 



b)r« 



a« b« "^ ^* 

P 



1 + e cos V' 

132) Bei den gleichen Bezeichnungen wie in Aufgabe 126 findet 
man für die Hyperbel 

a) c==±-^V(c«-a2) 



c ' c ' c 

Die Entwicklung dieser Formeln kann ebenfalls ganz auf die gleiche 
Weise, wie bei der Ellipse geschehen, wenn man über dem Durchmesser 
aa' als Axe eine gleichseitige Hyperbel construirt, und die Eigenschaften 
der Affinität in Anwendung bringt, welche zwischen Kegelschnitten statt- 
finden, die einen Durchmesser gemeinschaftlich haben. Die Fig. 97 wird 
far die Hyperbel das Gleiche leisten , was die Figur 84 fOr die Ellipse 
leistete. 

133) Die Gleichungen der Hyperbel für die rechtwinklige und 
schiefwinklige Coordination des Mittelpunkts, fttr die Polarcoordination 
des Mittelpunkts und des Brennpunkts, und für die schiefwinklig« Coordi- 
nation der Asymptoten sind 

a\ ± L- = 1. 

^ a« b'^ ' 



c) 



cos 2« sin^ a 1 



a2 b^ q"^' 

d)r==— -£ 5 

1 4- e cos v' 

e) 4 xy ^= a^ -h b^. 

In Betreff der letzten Gleichung wird man bemerken , dass CJ OQOr 

= OBAS (Fig. 98) und also OQ . Qr = AB . OB. Weil aber die Axe 

OA den Asymptoten winkel B033 halbirt und das Parallelogramm 0BA3S 

die Gestalt eines Rhombus hat, so ist AB . OB = OB^, und weil B^ö II bB 

ist und die Diagonalen OA und BS sich halbiren, so ist OB = V2 Ob, 

folglich OQ . Qr = V4 Ob^ und Ob^ = OA^ + Ab* = a* -h b'^ folglich 

^r. ^ a* + b2 a2 + b2 
OQ . Qr = — oder xy = — 

Alles Uebrige was in dieser und den vorausgehenden Aufgaben über 
die Hyperbel ausgesagt ist, ist dem, was bei der Ellipse bemerkt wurde, 
so ähnlich, dass ein weiteres Eingeben überflüssig scheint. 
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XXIV. Beredmmig der Parabel. 

134) Wenn die 'limlbe der Axe conjni^fte Sehne mit C, der Winkel, 
den de mit ihrer Eodettangente macht, mit {; ihr Abstand vom Scheitel 
mit S; die Entfernungen ihres Poles von der Sehne selbst and vom 
Scheitel mit t und t'; die zugehörige Subnormale mit n; der zugehörige 
Brennstrahl und dessen Winkel mit der Brennweite mit r und ^ . der halbe 
Parameter mit p und die Fliehe des von der Sehne C gebildeten Abschnitts 
mit Q bezeichnet wird, so ist 

a) (? = 2p6; 

b) t = 2(1, t' = g; 

c) cotg^ = p; 

d) n=p; 

e)r=V2P + «; 

f) cos v=^; 

g)Q = VjC6. 
Wenn die Sehne CS (Fig. 103) der Axe conjogirt ist, so ist ihre 
Hälfte CP = PT . PN (§. 151, c) oder C = 2 p 6, n = p (§. 153, d), 
t = 2.6, t'=C(§.152, b), FC = CC'' = A'T = AA" + AP= V2P + C 
«. 151, b). 

r>r^ CP ^ .. 2p6 

cotg PCX = — , oder cotgl= -^ = p 
< CNP == V2 CFA = |- (§. 153, c), 

cos^ C^P= -^ = - d. I. cos^- = -, 

Cff PT 
CAS = 2/3 . C6 . AP = -^ (§. 155), 

, ^ 2 C . 2 (S ^ ^^ 
also Q = = % OL 

135) Wenn c die Hälfte irgend einer Sehne der Parabel, c das Sttlck, 
welches sie von ihrem conjugirten Durchmesser abschneidet, q> den 
Winkel, den sie mit diesem Durchmesser bildet, t und t' die Entfernungen 
ihres Poles von der Sehne selbst und vom Scheitel des conjugirten Durch- 
messers, }ß den Nebenparameter, welcher demselben Durchmesser conjugirt 
ist, und £1 den Inhalt des Parabelabschnittes bezeichnet, den die Sehne 
bildet, so ist 

a) c*:=2^jc; 

b)l = 2c, c' = c; 

c) O = */3 cc sin y. 
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Beschreibt man über ac Fig. 107 als Axe eine zweite Parabel, welche 
denselben Parameter p hat, so ist dieselbe der gegebenen Parabel per- 
spektivisch affin. Construirt man nan in der Hilfsparabel die halbe 
Sehne c^c = c' , welche der gegebenen homolog ist, so ist c'^ = 2 p c, 
nnd wenn man das Verhältniss c' : c der affinen Sehnen mit m be- 
zeichnet und c' : c s3 m , also 

^ c' = mcist, 8oi8tm*c' = 2pc, c* = 2-^r . c 

na* 

Die Grösse -^ ist constant. Setzt man nun für c die Grösse V2 -^r 
80 liefert die letzte Gleichung gerade diejenige Sehne G für welche 



^=&) 



« d. i. C = 



_ P 



m^ 



d. h. sie liefert die demselben Durchmesser conjugirte halbe Sehne, 
welche gerade doppelt so gross ist als das Stück , das sie vom Durch- 
messer abschneidet. Diese Sehne C ist also der Nebenparameter !^, der 
dem Durchmesser conjugirt ist, folglich ist c'^ = 2 p c (§. 152, d). •* 

Die Berechnung des Parabelabschnittes O ergibt sich unmittelbar 
ans §. 155. 



A n b a n g. 



Anwendnng der neaeren Geometrie auf einige Lebni 

der Optiic. 

A. Beflexion des Lichts auf dem sphSrisehen Spiegd. 

Es gibt mehrere Wege um das Reflexion sgesetz des Lichtes auf den 
sphärischen Spiegel abzuleiten, aber kaum wird man einen finden, der so 
leicht zum Ziele führt, als derjenige, den die Methode der neueren Geo- 
metrie an die Hand gibt. Der letztere hat überdiess noch den VortM 
dass er dieses Reflexionsgesetz auf einen sehr einfachen Aasdruck briogtr 
der selbst noch da anwendbar ist, wo ausgedehnte Objekte sich im Spiegel 
reflektiren. Es mag daher das folgende Beispiel zeigen , wie die Methode 
der neaeren Geometrie auch in ihrer Anwendung auf anderweitige Gegen- 
stände wesentliche Vortheile darbietet. 

In der Figur 26 stellt CMN eine Meridianebene , MN ein Stück de 
Meridianbogens und C den Mittelpunkt desselben vor; in der Ebene dieses 
Bogens ist B ein beliebiger leuchtender Punkt vor dem Spiegel , BA ond 
BM sind zwei von demselben ausgehende und in den Punkten A undM 
auf den Spiegel fallende Strahlen , von welchen der erste durch dö 
Mittelpunkt C geht, während der zweite einen sehr kleinen Winkel MW 
mit demselben macht; man fragt nun nach der Lage des Punktes, n 
welchem die reflektirten Strahlen convergiren. Weil nun der Strahl BA 
durch den Mittelpunkt C geht, und daher in A senkrecht zurKageMiche 
steht, so wird er wieder in derselben Richtung AB reflektirt» in welcher cf 
einfällt. Der andere Strahl BM wird in der Meridianebene BMA so reflektirt 
dass der reflektirte Strahl MB' mit dem nach M gezogenen Halbmessef 
einen Winkel CMB' = CMB macht, da der Halbmesser CM das Einfall^ 
loth ist, und der einfallende und reflektirte Strahl gleiche Winkel mit de» 
Einfallsloth machen. 
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Diese sind die Bestünmangsstfleke, irelche das ^gemeine Refiezioiis- 
gesetz an die Hand gibt; mnd nun soll durch die Methode der neuereii 
Geometrie die Lage des Gonvei^enzpunktes B' eimiitelt werden. Zu dem 
Ende zieht man in dem Punkt M des Meridianbogens eine Tangente, 
welche den Gentralstrahl BA in einem Punkte T schneiden wird. Dadurch 
entsteht an dem Punkt M ein Yierstrahl, in welchem zwei nicht aneinander 
liegende Strahlen MG und MT senkrecht aufeinander stehen , während die 
zwei andern Strahlen MB und MB' gleiche Winkel mit MG machen. Es 
ist also der Vielsttahl M harmonisch (§. 72, d) , und es sind also auch die 
Punkte B, G, B' und T welche er auf dem Gentralstrahl BA bezeichnet, 
vier harmonische Punkte. Bei der anfänglichen Voraussetzung, dass 
nämlich der Winkel ABM ein unendlich kleiner sei, muss auch der 
Bogen AM selbst eine unendlich kleine Grösse sein , und in diesem Fall 
fällt die Tangente mit dem Bogen , und also auch der Punkt T mit dem 
Punkt A zusammen. Unter der Voraussetzung also , dass der Winkel B 
eine veischwindende GrOsse sei, sind auch die Punkte A, B^ G, B vier 
harmonische Punkte. Da nun aber der Punkt B' durch den harmonisch 
Zugeordneten leuchtenden Punkt B vollkommen bestimmt ist, so müssen 
alle Strahlen, welche von dem leuchtenden Punkt B ausgehen und nur 
um ein unendlich Kleines von demselben abweichen , in demselben Punkt 
B' convei^iren. Auch sieht man, dass B und B' mit einander vertauscl^t 
werden können, so nämlich, dass wenn B' ein leuchtender Punkt ist, die 
reflektirten Strahlen im Punkte B convergiren müssen. Es heissen dess- 
halb zwei solche Punkte wie B und B' „einander zugeordnete Brenn* 
punkte^ und das Reflexionsgesetz des sphärischen Spiegels kann in folgende 
Worte gefasst werden : 

Je zwei einander smgeordnete Brennpunkte liegen in der Rick^ 
timg eines Centrälaträhls und theUen dm Halbmesser dieser Eichttmg 
harmonisch. 

Diese Form des Beflexionsgesetzes des sphärischen Spiegels, welches 
die Methode der neueren Geometrie an die Hand gibt, macht sich« durch 
zwei wesentliche Vortheile bemerklich. Einmal führt es ganz direkt zur 
Kenntniss derjenigen besonderen Fälle, welche durch die besondere Lage 
des leuchtenden Punktes sich ergeben. So zeigt der Begriff der harmoni- 
schen Theilung unmittelbar, dass der Hauptbrennpunkt F' in der Mitte 
des Halbmessers AG liegt (§. 7) ; es zeigt der Begriff der harmonischen 
Theilung weiter , dass allen leuchtenden Punkten zwischen dem Mittel- 
punkt G und dem unendlich entfernten Punkte F reelle Brennpunkte 
zwischen G und F^ und allen leuchtenden Punkten zwischen G und F' 
reelle Brennpunkte zwischen G und F zugeordnet sind, dass ferner allen 
leuchtenden Punkten zwischen dem Hauptbrennpunkt F' und dem Punkt A 
der Spiegelfläche nur solche Brennpunkte zugeordnet sind die ^hinter der 

Paulus, uettore ebene Geometrie. 23 
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Spiegelfliche lie|;eii, und die man daher virtuelle hdsst. Denn die Ponte 
der Hlllften F'C und F'A des Halbmessers AG sind den Punkteu hanno- 
nisch zugeordnet , welche auf den entsprechenden VerlAngerungen dieser 
Geraden liegen. Ein zweiter Vortheil, den obige Form des Reftexioia- 
gesetzes des sphärischen Spiegels gewährt , besteht darin , dass dasselbe 
auch ebenso direkt zur Kenntniss derjenigen Fälle fahrt, welche die Gestalt 
des Spiegels unterscheiden lässt. Denn auch in den Fällen , wo der 
Hohlspiegel in einen Convexspiegel , oder auch in einen planen Spiegd 
übergeht, bleibt doch obiges Gesetz unveränderlich stehen , immeiiiiB 
theilen zwei einander zugeordnete Brennpunkte den Halbmesser des 
Spiegels, auf dessen Richtung sie liegen, harmonisch. Dass dem wirklid 
so sei, das wird man sehen, sobald man die Geraden BM, GM undB'M 
aber M hinaus verlängert , indem diese Verlängerungen alsdann soglekk 
das Phänomen einer Reflexion auf dem Convexspiegel darstellen , oliBe 
dass eine Aenderung in der. Lage der Punkte B, C, B^ A eingetreten viie. 
Weil aber nun im Convexspi^el das Objekt nur bis zum Punkt A der 
l^i^elfläche hintreten , nicht aber eine Stelle innerhalb des Halbmessen 
annehmen kann, so muss der zugeordnete Brennpunkt stets auf der nlg^ 
kehrten Hälfte des Halbmessers selbst, also hinter der Spiegelfläche lieges; 
man sagt daher , dass allen leuchtenden Punkten vor der convexen Spi^ 
gelfläche nur virtuelle Brennpunkte zugeordnet seien. 

Will man nun aber auch die bekannte sonst übliche Formel fflr die 
Reflexion auf dem sphärischen Spiegel haben, so kann man sie auf folgende 
Weise finden. Ein Gesetz der harmonischen Theilung lehrt (§. 8, a), da« 

F'A« == F'B . F'B' 
Bezeichnet man hierF'A mit p, BA mit b und B'A mit b' , so folgt Ar 
den Fall des Concavspiegels 

F'B = b - p 

F'B' = b' — p 
folglich p^ = (b — p) . (b' — p) 

V ^ b p 

und für den Fall des Gonvexspiegels 

p«=(p+b)(p-b') 

1 J_ _ JL 

b' b p* 

Zu den bisher berührten Vortheilen, welche die Anwendung der M^ 
thode der neueren Geometrie auf die sphärischen Spiegel gewährt, geseltf 
sich noch ein anderer nicht weniger beachtenswerther; nämlich der, disi 
sie auch sogleich Mittel an die Hand giebt , das ReflexionsgeseCz vd 
kl^rperlich räumliche Objekte auszudehnen , eine VerallgemeineniDg and 
Vollendung des Reflexionsgesetzes , welche meines Wissens noch foi^ 
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versucht vorde, gleich wohl aber aaf einen ebenso einfachen Ausdruck 
reduzirt werden kann, als de? des besonderen Falles fttr die conjugirten 
Brennpunkte. Sind nttmlich B, C und D (Fig. 28) leuchtende Punkte vor 
einem aus dem Punkte O beschriebenen sphärischen ßpiegel, deren Ent- 
fernungen von einander und dem Mittelpunkt so beschaffen sind, dass 
die Winkel DOB und DOC klein genug sind, um als verschwindende 
Grössen betrachtet werden zu können, so werden dem Vorausgehenden 
gemäss ihre conjugirten Brennpunkte B', C und D' auf den Centralen 
BA, CM und DN so liegen,' dass jedes Paar dieser einander zugeord- 
neten Brennpunkte den Halbmesser, auf dessen Richtung es liegt , har- 
monisch theiit. Man bemerke aber, dass diese Bedingung, unter wel- 
cher dieses Reflexionsgesetz anwendbar ist, vorausgesetzt, dass auch 
der Meridianbogen MN nur ein unendlich kleiner Theil des ganzen 
Kreisiimfanges ist. Für einen solchen kleinen Bogen kann aber von 
dem Unterschied der Lage abgesehen werden, welcher sonst zwi- 
schen dem Bogen und seiner Tangente wahrgenommen wird. Zieht man 
also durch A eine Tangente an den Bogen, so kann man annehmen, 
dass sie, soweit als der Bogen sich erstreckt, auf welchem die Reflexion 
geschieht, mit demselben zusammenfalle. Unter dieser Voraussetzung 
sind aber die Geraden OM, CA und ON Strahlen zwischpn dem Cen- 
trum und einer Transversalen ßä, welche durch die zugeordneten 
Brennpunkte C und C , B und B', D und D' harmonisch getheilt 
werden. In diesem Falle lehrt aber die neuere Geometrie, dass die 
zugeordneten Brennpunkte homologe Punkte zweier involutorisch coUi- 
neären Systeme seien, die den Punkt zum Centrum und die Tan- 
gente ß<f zur Axe haben (§. 48, b). Dieses Gesetz gilt von allen im Baum 
zerstreuten leuchtenden Punkten, wenn sie nur weit genug vom Mittel- 
punkt entfernt sind, und einander so nahe stehen, dass die Winkel, 
unter welchen man sie von aus sieht, als verschwindende Grössen be- 
trachtet werden können. Es kann also das Brechungsgesetz auf dem 
sphärischen Spiegel auf folgenden Ausdruck gebracht werden: 

Bei der Brechung des Lichtes auf einem sphärischen Spiegel 
sind Bild v/nd Objekt homologe Gestalten zweier rätmilichen in- 
volutorischen Systeme, welche den Mittelpunkt des Spiegels zu/m 
Centrum, und die Tangenticdfläche des Spiegels zur Axehebene 
ihrer CoUineation hohen. 

Hieraus ergeben sich folgende besondere Fälle dieses allgemeinen 
Gesetzes: 

1) das Bild einer Geraden hat wieder die Gestalt einer Geraden ; 
das Bild einer Ebene hat wieder die Gestalt einer Ebene , krumme 
Linien und Flächen haben wieder krumme Linien und Flächen' zu 
ihren Bildern» 
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2) Bild und Objekt sind nur in dem Falle eixumder Shididi, 
wenn sie ebene Gestalten sind, die eine parallele Lage zur Axenebeoe 
haben. So oft aber das Objekt eine ebene Gestalt ist, die der Axeo- 
ebene parallel ist, so ist auch ihr Bild eine ebene, zur Axenebeoe 
parallele Gestalt, die ihrem Objekt ähnlich ist Sind Bild und Objd^t 
allseitig ausgedehnte Gestalten, so sind sie einander nicht Shnlich. 

3) Diese Beschränkungen fallen weg, venn der sphärische Spiegd 
in einen ebenen tibeigeht. Alle Gestalten , auch die körperlich ausge- 
dehnten, sind in diesem Fall uniform. Auch fallen die BeschrSnkni^ 
w^ welche dem ganzen Befiexionsgesetz zu Grunde liegen, dass nSmliek 
der Spiegel nur ein unendlich kleiner Theil der ganzen KugelobeiflSdie 
sein darf, oder diese Beschränkung ist vielmehr stets erfüllt, weil jeder 
ebene Spiegel immer in diesem Verhältniss zu der Ebene steht, derer 
angehört« 

Es mag noch bemerkt werden, dass das CoUineation^iesetz eift- 
fache Mittel bietet, um zu jedem gegebenen Objekt sogleich sein Bild 
zu construiren; es wird jedoch genügen, auf die Fig. 28 hinzutrelMi 
und die Sache in Anregung gebracht zu haben. 

B. . Brechung des Lichts auf der Kugelobcrflaclie. 

Wie das allgemeine Brechungsgesetz eines Uchtstrahb , der vw 
einem Medium in ein anderes tibergeht i complizirter ist, als du 
Beflexion^setz, und selbst ohne trigonometrische Begrifft nicht gcftst 
werden kann , so machte auch die Ableitung des Gesetzes der Br^ 
chuDg auf der Kugelfläche stets mehr Schwierigkeit , und wurde Mafig 
durch trigonometrische Bechnungen vermittelt. Bringt man aber andi 
hier die Methode der neueren Geometrie in Anwendung, so ergibt sich 
sowohl die Ableitung des Gesetzes, als auch der Ausdruck, in wekbes 
es gefasst werden kann, mit derselben Leichtigkeit, und ebenso msd»A 
als diess bei der Reflexion des Lichts geschah» In diesem Fall wird 
man daher der Methode der neueren Geometrie, die meines Wissens 
bis jetzt noch nicht auf die Brechung des Lichtes angewendet vuide, 
anstreitbar den Vorzug einräumen mflssen. 

In der Figur 27 stellt MN wieder einen Meridianbogen einer s» 
G beschriebenen Kugelfläche vor, welche zwei Medien von einander 
trennt, von welchen das eine auf der Seite des Mittelpunktes G, das 
andere jenseits der Kugelfläche liegt Es ist femer B ein leuchtesder 
Punkt vor der Kugelfläche, der unter anderm die Strahlen BA uodBM 
nach doselben sendet, von welchen auch hier angenonunen vird, dass 
der eine BA durch den Mittelpunkt C 4er Kugelfläche gehe, und dtfs 
der andere BM nur um ein unendlich Kleines von BA abweiche; f^ 
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will DUO den Gonve^enzpaDkt der gebiodieDen Strahlen kennen lernen. 
Weil der Strahl BA darch den Mittelpunkt C der Kugelflftche geht 
und daher in A senkrecht zu derselben steht, so ^rd er gar nicht 
abgelenkt, sondern behält die Richtung AG bei. Um die Richtung des 
Strahls BM zu finden, die er nach erlittener Brechung verfolgt, zieht 
man den Halbmesser CM , der in seiner Verlängerung MD das Einfalls- 
loth darstellt. Ist nun MB' der gebrochene Strahl und MB dessen 
Verlängerung, so müssen die Sinus der Winkel BMD und EMD einer 
Constanten Grösse gleich sein , welche der Brechungscoefficient ^ zwi- 
schen den zwei gegebenen Mitteln heisst. Erwägt man aber» dass 
man es in dem vorliegenden Falle nur mit so kleinen Winkeln zu 
thun hat, die im Verschwinden begriffen sind , so flberzengt man sich 
sogleich, dass man für das Verhältniss der Sinus dieser Winkel auch 
das der Tangenten setzen kann, da ftlr sehr kleine Winkel die Sinus 
den Tangenten proportional sind. Fällt man also von B aus auf die 
Richtung des Einfallsloths MD die Senkrechte BD, welche die Rich- 
tung des gebrochenen Strahls in E schneidet, so sind die Abschnitte 
BD und ED den Tangenten der Winkel BMD und EMD proportional, 
und es ist das Verhältniss BD : ED dem Brechungscoefficienten ^ gleich. 
Diess sind die Bestimmungen, welche das allgemeine Brechungsgesetz 
zur Auffindung der Lage des Punktes B' liefert, und nun soll durch 
die Methode der neueren Geometrie diess wirklich geschehen. Zu dem 
Ende zieht man noch in M eine Tangente, welche den Gentralstrahl 
BA in T trifft; dadurch erhält man in dem Punkte M einen Vierstrahl 
M, TBED, welcher alle Transversalen, also auch die Graden BG und BD 
conform theilen wird (§. 29). Bei dieser Theilung ist der Punkt B bei- 
den Geraden gemeinschaftlich, der Punkt £ ist dem Punkt B', der Punkt 
D dem Punkte G, und weil MT HBD ist, ein unendlich entfernter Punkt 
3: der Geraden BD dem Punkte T homolog, folglich BEDS A BB'GT 

BD^ JB^ _ BC ^ BT^ 

ED * ES ~ B'G ' B'T 

oder da — =: ^ =^ 1 

ES «> 

BC BT BD , 
*^^^ W^B^=El5" = ^ 

Wegen der unendlich kleinen Winkel ist aber auch A M nur ein un- 
endlich kleiner Theil des ganzen Kreisumfanges, und die Tangente differirt 
selbst nur unendlich wenig von ihrem Bogen , es können also auch die 
Punkte A und T als zusammenfallend betrachtet werden, folglich ist 

BC BA _ 

B'C ' B'A ■" 
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Die Lage des .ConveiifeiiipiuikteB B' des gd^iocbeaeB StnUi nt 
biernach dmdi die Lage des leachtendeii Punktes und den Biechongs- 
coefficienten vollkommen bestimmt, es müssen also alle Strablen, weide 
vom Ponkte B aasgeben und nur sebr wenig vom Centralstndd BC ab- 
weicben , in demselben Punkte B' convergireo. Es sind also B und B' 
zwei conJQgiite Brennpunkte. Man siebt aber aus der unmittelbar vor- 
ausgebenden Formel, dass die conjogirten Brennpunkte B und B' ihrer 
Ableitung nacb stets äussere Punkte des Halbmessers AC sind, liso 
gleicbartige Lage gegea denselben baben, und ibn Oberdless in eioea 
Doppelverbaitniss tbeUen, welches den constanten Woth l hat & 
bedingen also die conjugirten Brennpunkte, welche auf einem Gentnl- 
strabl der KugeliUche liegen, eine anharmonisch proportionale TheOu^ 
desselben. Man kann daher das Brechungsgesetz auf der Kugeloberflide 
in folgende einfache Form bringen: 

Der Halbmesser der KugdöberflOche, tcdche moei Medien vontff- 
sdhiedener Dichtigkeit trennt, tcird von je zwei conjugirten Brenn- 
punkten seiner Richtung anharmonisch proportional geOieHt, wi 
%war ist der Modulus dieser Theümig dem BrechungscoefficieiUe» 
zwischen diesen Medien gleich. 

Um alle Zweideutigkeit zu vermeideu , welche diese Fassung ä» 
Brechungsgesetzes noch darbieten möchte, ist noch zu bemerken, dm 
das Doppelverbaitniss in der Ordnung genommen werden mass, wekhe 
in obiger Formel sichtbar ist, und welche durch das Symbol CA,BB' 
ausgedrückt wird ; und dass der BrechungscoefBcient für den Fall eis- 
gerichtet sein muss, welchen der Lichstrahl darbietet, vena er to& 
B nach B' geht. Gewölinlich gibt man dem Brechungscoefficieoten die 
Grösse, welche ihm zukommt, wenn das Licht vom donneren in dis 
dichtere Medium abergeht. . Hält man auch hier diese Bestimmoog 

fest , so muss man allemal — statt l setzen , sobald das Licht eine 

entgegengesetzte Richtung hat. Liegt also B im donneren und B' 
im dichteren Medium , ' so bleibt obige Formel unverändert ; sollte wmb 
aber mittelst obigen Gesetzes die Lage des Punktes B suchen, wenn der 
leuchtende Punkt in dem Punkt B' des dichteren Mittels sich befindet, 
so hat man , indem man sich streng an jene Regel und an das Symbol 
CA , B'B hält 

CB^ CB 1 

AB' ' AB "^ T 

ein Ausdruck, der wieder identisch ist mit 

CB CB' 



AB AB' 



= X. 
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80 da86 man sieht, dasa B und B' wirklich als conjugirle l^unkte ersehen 
Ben, indem das Licht denselben Weg macht; es mag von B oder von 
B' ausgehen. 

Hiemlt ist aber zugleich gesagt, dass das angefahrte Gesetz keine 
Modifikation erleide , venu der leuchtende Punkt auf der concaven statt 
auf der convexen Seite der Kugelfläche liegt, und ebenso venig wird es 
alterirt, wenn das dünnere Medium auf der Seite des Kugelmittelpunktes 
sich befindet ; es kann also in allen diesen Fällen das oben ausgespro- 
chene Gesetz mit derselben Leichtigkeit und Sicherheit angewendet 
werden. 

Unter den durch ihre Lage ausgezeichneten coiyugirten Brennpunkten 
sind die Grenzpunkte A und C des Kugelbalbmessers zuerst zu nennen. In 
jedem derselben sind zwei conjugirte Brennpunkte vereinigt (§. 12, a). Diess 
ist auch von selbst einleuchtend, denn die Strahlen, welche von dem Mit- 
telpunkt C der Kugeloberfläche selbst ausgehen , stehen fiberall auf der i 
Kugelfläclie senkrecht und werden nicht gebrochen, so dass der Con- 
vergenzpankt der gebrochenen Strahlen selbst wiedeir im Mittelpunkt 
der Kugelfläche ist; und auch die Strahlen, wdche von einem Punkt 
A der Kugelfläche selbst ausgehen, werden ebenfalls nicht gebrochen, 
da der Punkt A bereits dem Medium angehört, in welches er seine Strah* 
len sendet 

In Betreff der anderen Punkte ist zu bemerken, dass man einen 
Brennpunkt der gebrochenen Strahlen reell heisst, wenn dieselben wirk- 
lich ^n ihm convergiren, und dass er aber virtuell heisst, wenn sie 
nach der Brechung so divergiren , als gingen sie von einem Punkte aus. 

Diejenigen Brennpunkte, welche den Punkten des unendlichen 
Raumes zugeordnet sind, heissen Hanptbrennpunkte, dieselben sind 
also identisch mit den Gegenpunkten der anharmonisch proportionalen 
Theilung; und weil diese zum besondem Fall der gleichartigen Lage 
gehören, so existiren ihrer zwei und liegen auf der Verlängerung des 
Kugelbalbmessers AC und haben eine symmetrische Lage gegen denselben 

(§. 12, b). 

Ist das Medium, w^elches auf der Seite des Kugelmittelpunktes liegt, 

das dichtere, so hat der Brennpunkt F^ welcher vor der Kugelfläche im dfln- 

neren Medium liegt, seinen conjugirten Brennpunkt hinter der Kugelfläche, 

alle parallele Strahlen , welche von dieser Seite herkommen , werden in F 

CP 
convergiren , dabei ist -rr=p = A« Der Brennpunkt F' hinter der K^l- 

Am} 

fläche hat seinen conjugirten Brennpunkt vor der Kegelfläche , und alle 

parallele Strahlen, welche von dieser Seite herkommen, werden in F' 

CF' 1 AF' 

convergiren, dabei ist -rr^ s= --• und 7;«r'= ^* Wenn die Kugel« 



flSdie dis didtfeie Medium dnsdüicsst« ao sind demnach die beida 
Paukte reell. Alle Punkte vor der K<^e]fläcbe, welche zwischen F oDd 
dem Punkt des onend liehen Raumes li^en, haben reelle ooDJogirtt 
Brennpunkte hinter der Kugelfläche; aber diejenigen Punkte, welche tqi 
der Kngelfläche zwischen F und A liegen , sind virtuellen BiennpoBktai 
vor der Kugelfläche conjugirt. 

Ist das Medium, welches anf der Seite des Kugelmittelpunktes liegt, 

CF 1 CF' 

das dflnnere, so wird --— • = — und -j—j = 1; F liegt hinter te 

AF X A™ 

Kugelfläche im d (Inneren Medium, und F' 11^ vor der KogeUUcheii 

dichteren Medium , beide Brennpunkte F und F' sind virtuelL — Alis 

Punkten, welche vor der Kugelfläche im dichteren Medium liegen, sä 

virtuelle Brennpunkte vor der Kugelfläche zogeerdnet. Alle diese SS» 

folgen sogleich aus dem Begriff der anharmonisch proportionalen f^ 

lung. 

Wflnscht man übrigens die bekannten Formeln ffir die Biecliai; 

auf der Kugelfläche, so kennen sie ebenfalls leicht aus den Gesetzen der 

anharmonisch proportionalen Theilung abgeleitet werden. Setzt man zu 

dem Ende AC = r, AF' = CF = p, woraus AF = p — r, ferner Aß=* 

und AB' = b', so ist für den Fall, dass die Kugelfläche das dichtet 

Medium einschliesst: 

AF' , . p , Ar 

- = A, also — = A, p =r 



CF' ' p — T "^ A - 1 

.« r.^ä AF' r 

AF = CF'= — = -j— ^ 

CB CB' , ^ b+r b'-r , 

^"'' AB ^ aF == ' ^^'' -IT"- -iT- =='' 

A 1 A-1 

woraus tt + v === 

b' b r 

Ist dagegen das Medium, welches die Kugelfläche einschliesst, du 
dünnere, so findet man: 

CB CB' 1 ^ b + r b' + r 1 

AB • aF =^ T ^^^'-b— "• — b^ = T 

1 X X-^1 

woraus -— — ---.=:= 

b' b r 

Das Brechungsgesetz in der Form , welche durch die neuere Geo- 
metrie geliefert wurde, ist aber nicht nur viel einfacher, ala die»«''*' 
lytlsche Form desselben, sondern es gewährt auch noch den weite«« 
Nutzen, dass es mit Leichtigkeit auf ausgedehnte Objekte erweitert ^^ 

den kann. Sind nämlich mehrere leuchtende Punkte B,C,Dg(^ 
die eine solche Lage zu einander and zur Kugeloberfläche hab^t ^ 



361 

ihre verschiedenen Centralstrahlen nur sehr kleine Winkel mit einander 
machen y so entsprechen ihnen solche conjiigirten Brennpunkte B^ C\D\ 
welche die Eigenschaft haben, dass jedes Paar der zugeordneten Brenn«* 
punkte seinen Kogelhalbmesser unter demselben Modulus l anharmoniBcb 
proportional theilt. Bei der vorausgesetzten Lage der leuchtenden Punkte 
ist der Kugelabschnitt, auf welchem die Brechung vor sich geht, so klein, 
äass er mit einer Tangentialebene A , so weit seine Ausdehnung hier in 
Betracht kommt» als« zusammenfallend betrachtet werden kann. Es 
können also auch die Eugelhalbmesser mit den Schiefen vertauscht 
werden , welche zwischen dem Eugelmittelpunkt G und der Tangential* 
Oberfläche A liegen, und die conjugirten Brennpunkte theilen auch 
liese Schiefen anharmonisch proportional. Hieraus folgt aber, dass die 
Brennpunkte der gebrochenen Strahlen ein Bild zusammensetzen, welches 
ier Gestalt des Objektes der leuchtenden Punkte perspektivisch collineär 
ist (g. 47, b). Das Breehungsgesetz für die Kugeloberfläche nimmt also 
olgende allgemeine Gestalt an : 

Bei der Brechimg auf der Kttgdoberfläche sind Büd und Objed 
wmologe Gestalten zweier coüineären räumlichen Systeme, Diese 
Systeme liegen perspektivisch, der Kugelnvittelpumkt ist das Ce/niarvmt 
lie Tangentialfläche des Kugdabachmttes ist die Axenebene der Colli-' 
t^aUon, tmd der Moduiua der Cöäineation ist dem Brechuaigscoefflr 
ienten zwischen den zwei brechenden Medien gleich. 

Dieses allgemeine Brechungsgesetz für die Eugelfläche gewährt die 

i^nwendung auf alle einzelne FäUe , die mit derselben Leichtigkeit, wie 

ben bei der Beflexion geschehen ist, entwickelt werden können. Es 

lag hier hinreichen , den besonderen Fall noch in^s Auge zu fassen, 

er sich ergibt, wenn die Kugelfläche die Gestalt der Ebene annimmt, 

nd der denjenigen vor die Augen tritt, welcher den benetzten Grund 

ines ruhig stehenden Wassers und die Dinge , welche in demselben sich 

^finden, betrachtet. Für diesen besonderen Fall ist der Halbmesser 

.0=: CO, und damit verwandelt sich die GoUineatlon in Afflnität;die 

vei Hauptbrennpunkte rücken in den unendlichen Raum hinaus , und 

is DoppelverhSltniss 

OB . CB^ 

AB ' AB' "^ 

AB' 
rwandelt sich , da CB = OB' =3 c» , in -—-- = i. 

AB 

In dem Fall, dass der Beschauer sich im dünneren Medium befindet» 

1 AB 

Bat — statt ^ gesetzt werden, so dass ■ = X den Modulus der Affl- 

tat bezeichnet. 

PnaluR, neuere, ebene Geometrie. 24 



Ef ist Dodi zu bcmeikoi , äam in dem TodiegendeB FaDe die B^ 
ielniakaiig, nach weldier die Aiudelmaiig des Objectcs im Veriiitt- 
Bfff za feiner Entfemnng von dem Mittelpunkt der Kngelflidie ns- 
endlidi klein sein mnn, hinwegfiffit, weil dien bei jedem Objede 
endliclier Dimension jedenfidls eiflUh ist , sofeni die Ebene als em 
Btflck einer Kugelfliche zu betraditen ist, deren Halbmesser nnendMA 
gross ist. Es bleibt von jener Besduinknng nor noch das tibng. das 
die CoUineationsstrahlen senkrecht anf der Brechnngsfiiche stehen. D« 
Brechungsgesetz der ebenen FlZche nimmt also folgende Form an: 

Wird ein Ohject von einem Medium aus hetrachtet, das in Bebtf 
seiner Dichte verschieden ist von demjenigen , in tcdchem es sich be- 
findet und das durch eine ebene Fläche von demselben getrennt isL 
so ist die Gestalt des Bildes der Gestalt des Objectcs affin; die d>m 
TrenntmgsflOcJie der zwei Medien ist die Azenebene, die Geraden, 
welche senkrecht zu dieser Ebene stehen j sind die Strahlen der Affini- 
tät, dabei ist der Modtdus der Affinität dem Brechungscoefficiaiäm 
»wischen den zwei gegebenen Mitteln ^eidh. 

Nach diesem Gesetze wird man die bekannten ErMningen tob 
der Gestalt der Objekte, welche sich unter Wasser befinden, Iddit 
ableiten; z. B. dass ein geradliniger Stab, theilweise unter Wasser ge 
taucht, so erscheint, als ob er an der Stelle des Wasserspii^s geknickt 
wäre; dass ein kreisförmiger Cylinder als. ein elliptischer erschein^ üDd 
eine Kugel als ein ElllpsoM, dessen lothrechte Axe verkOrzt ist etc. 

C* Brechung des Lichts in Glaslinsenu 

Das obige Brechungsgesetz des Lichtes an! der KagelflSche ist aoch 
auf die Brechung des Lichtes in einer Glaslinse anwendbar. Sind 
Dämlich C und C die Mittelpunkte der zwei Eugelflächen der Lio^ 
und befinden sich auf der Axe CG' mehrere leuchtende Punkte B, D, £, 
«0 werden ihnen nach der ersten Brechung auf der Kugelfläche C die 
zugeordneten Brennpunkte B'^ D^', E'^ der Axenrichtung entsprechei, 
nnd zwar 'wird der Halbmesser CA der Kugelfläche C durch die con- 
Jugirten Brennpunkte anharmonisch proportional getheilt, so dass 

B"D''E"CA 7\ BDECA in einstimmiger Lage ist 
Bei der zweiten Brechung auf der Kugelfläche CA' wird sich do^ 
selbe Vorgang noch einmal wiederholen , den Punkten B''D"E'' ww- 
den wieder andere zugeordnete Brennpunkte B^ D\ £' der Axe ent- 
sprechen , und es ist auch hier 

B"D''E"C'A' 7^ B'D'E'C'A'. 
Es folgt also, dass auch 

BDE 7^ B'D'E'. 
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Die Punkte G und C, A und A' sind, wie die Vergleichung der 
Torausgehenden conformen Reihen zeigen, nicht homolog. Weil aber 
die Dicke der Linse AA' im Verhftltniss der übrigen hier in Betracht 
kommenden Distanzen nur ganz unbedeutend ist, so kann man die Punkte 
A, A' als mit der Mitte der Linse zusammenfallend betrachten. Und 
unter dieser Voraussetzung ist BDEO 7\ B'D'E'O. 

Man sieht also , dass die Reihe der leuchtenden Punkte der Reihe 
der zugeordneten Brennpunkte conform ist, und dass diese zwei in der 
Richtung der Axe vereinigten Reihen einen Hauptpunkt haben, welcher in 
der Mitte der Linse liegt. Nur ein Strahl , welcher durch diesen Punkt 
geht, erleidet keine Brechung, alle anderen Strahlen werden gebrochen. 
Die Linse kann also nur diesen Hauptpunkt haben. Dann folgt aber aus 
§. 20, b , dass diese Reihen zwei Gegenpunkte F' und F^' haben, welche 
in gleicher Entfernung von dem Hauptpunkt liegen. Diese Gegen- 
punkte, hier die Hauptbrennpunkte genannt, haben überdiess nach §. 19 
eine solche Beziehu'ng zu den anderen homologen Punkten der zwei Rei- 
ben, dass das Produkt aas den Abschnitten, welche zwischen zwei 
Punkten und ihren Gegenpunkten liegen , eine constante Zahl ist. Das 
Brechungsgesetz der Linse nimmt daher folgende Gestalt an : 

Die Reihe der leiichienden Punkte und die Reihe ihrer vagecrdne- 
ten Brennpunkte sind einstimmig conform, die Hcmptbrennpumkte 
sind die GegetVpmikte dieser Reihjen und liegen auf den zwei Seiten 
der Linse in gleicher Entfernung von ihrem MittelpunM; das Pro- 
dukt der Abschnitte, welche sswischen zwei emander zugeordneten 
Bren/npu/nkten wnd ihren zugehörigen Haupfbr&inpy/nkten liegen, ist 
eine constante Grösse und dem Quadrat der halben Entfernung 
ihrer Hauptbrenwpwnkte gleich. 

Die bekannte Formel für die Brechung in der Linse lässt sich sehr 
leicht aus dem angeführten Gesetze entwickeln. Denn sind B und B' 
zwei einander zugeordnete Brennpunkte, so ist nach demselben 

BF . B'F' = OF* = OF'* 
Setzt man BO = b, B'O = b', OF = OF' = p, 
80 ergibt sich BF = b — p , B^F' = b' — p , folglich 

(b — p)(b'-p)=:p^ bb' — b'p-.bp = 0, 

b + b" "" p • 

Um übrigens die gegenseitige Lage der einander zugeordneten Brenn* 
punkte zu ermessen, bedarf man dieser Formel nicht ; diese Frage wird 
vielmehr unmittelbar durch die Gesetze , die in §. 20 ausgesprochen sind« 
beantwortet ; auch den Unterschied der Sammellinsen und Zerstreuongs- 
Unsen wird man leicht entwickeln. 
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